Mémoire de Master : Groupoides de déformation et calcul
pseudo-différentiel inhomogene

Clément Cren

Résumé

Les groupoides sont des objets mathématiques issus de la théorie des catégories, ce sont
des (petites) catégories dans lesquelles toutes les fleches sont inversibles. Cette définition
plutot abstraite peut étre enrichie en donnant une structure supplémentaire (topologique,
différentiable) aux ensembles d’objets et de morphismes. Cette voie a été explorée par Eh-
resmann et son école depuis les années 1950. Les groupoides lisses (aussi appelés groupoides
de Lie) présentent des similarités avec les groupes de Lie (qu’ils généralisent) grace & leurs
algébroides, bien que la théorie soit ici plus compliquée (notamment au niveau du troisiéme
théoréme de Lie dont I’analogue présente ici des problémes d’intégrabilité), ces notions sont
explorées dans les deux premieres parties.

Dans [8] Connes utilise un groupoide pour donner une preuve simple du théoréme de I'indice
d’Atiyah et Singer [2], précédemment dans [9, 10] le groupoide d’holonomie d’un feuilletage
est construit et sert de base & un théoreme de I'indice longitudinal et la K-théorie d’un feuille-
tage. Des lors les groupoides gagnent un intérét en géométrie non commutative en servant
a désingulariser des espaces géométriques singuliers (variétés a bord, & singularité coniques,
espace des feuilles d’un feuilletage...). Ces idées de désingularisation par les groupoides sont
présentées dans les troisieme et quatrieme parties.

Enfin on présente dans la cinquiéme partie un exemple avec le groupoide associé aux variétés
filtrées (ou de Carnot) et leur calcul pseudo-différentiel inhomogene. Celui-ci a été développé
par Folland et Stein reliant des problemes de calcul pseudo-différentiel sur les variétés de
contact et sur les groupes de Heisenberg, il s’applique plus largement quand on se donne
une filtration du fibré tangent. Suivant des idées de Debord et Skandalis introduites dans
[17], ce calcul pseudo-différentiel peut se retrouver a 'aide d’un groupoide de déformation.
Celui-ci a été construit indépendamment par Van Erp-Yunken [37] et Choi-Ponge [6, 5, 7];
on en présente une approche plus naturelle proposée dans [30] par Mohsen.
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1 Groupoides de Lie

Les groupoides permettent d’encoder de nombreuses constructions géométriques. On présente
ici une théorie élémentaires de ces objets avec de nombreux exemples de différentes natures, de
leur version lisse et de leurs algébroides avec un rapide survol de la théorie de Lie.

1.1 Définition

Définition 1.1. Un groupoide est une petite catégorie dont toutes les fleches sont des isomor-
phismes

Cette définition, bien que concise (si on connait un peu de théorie des catégories) n’est pas
trés pratique pour nos objectifs, on en donne une autre qui lui est équivalente.

Définition 1.2. Un groupoide est la donnée de deux ensembles G, GO respectivement le grou-
poide et la base avec des applications
— source et but (range), surjectives, s,r: G — GO
— unité, injective, u: GO < G, on identifie ainsi G comme un sous-ensemble de G
— inverse, involutive, i: G — G telle que soi =1
— produit p: G@ — G ot GP = {(v1,72) € G% s(71) = r(72)} est Pensemble des paires
d’éléments composables
Ces applications vérifient de plus les propriétés suivantes :
— Y(1,72) € G, s(n172) = s(72)
— V(n,72) €GP r(miye) = r(m)
— V(n,72,7) €GP, ()7 = 71 (7273)
— Wy e G, r(y)y=1s(v), 1 =r(7)
Ot on utilise les notations y172 = p(71,72), v~ = i(7).
On note G = G ou parfois seulement G.

On déduit directement des axiomes :
Proposition 1.3. u est inverse a droite de r et s

Pour passer de la premieére définition a la deuxiéme, il faut prendre G comme I’ensemble des
objets, GG I’ensemble des morphismes, la multiplication est la composition, I'unité est I'identité
de chaque objet...

Définition 1.4. Pour z,y € G on note
— G, = s (z) la s-fibre
— G" =7r"Y(z) la r-fibre
— G4 =G, NGY
De méme pour des sous-ensembles U,V ¢ G, Gy, GV, Gg.

NB. GZ hérite alors d’une structure de groupe naturelle, tous les éléments étant alors compo-
sables.

De maniere plus générale on a

Exemple 1. un groupe peut étre vu comme un groupoide avec un seul élément comme objet, tous
les éléments sont composables et la composition et ["inverse sont données par la loi du groupe

On peut, via la deuxiéme définition, ajouter des structures supplémentaires aux groupoides.



Définition 1.5. Un groupoide topologique est un groupoide G = GO tel que :
— G et GO sont des espaces topologiques, GO est séparé
— §,7,p,u sont continus, ¢ est un homéomorphisme
Il est dit localement compact si de plus :
— l’espace topologique G est a base dénombrable, localement séparé, localement compact
— s est ouverte

Dans le second cas r est aussi ouverte et les fibres sont séparées.

Définition 1.6. Si G est un groupoide topologique, il est dit s-connexe si Vz € G(O),Gx est
connexe.

NB. Dans le cas non connexe on peut vouloir privilégier la composante s-connexe contenant
G(O), cela n’est vraiment pertinent dans le cas lisse ot on peut assurer le fait qu’elle soit ouverte
(cf ci-dessous).

Définition 1.7. Un groupoide de Lie (ou groupoide lisse) est un groupoide G = GO tel que :
— G et G sont des variétés lisses
— 1,5 sont des submersions surjectives lisses
— 4 est un difféomorphisme
— w est un plongement lisse
— p est lisse
Il est dit étale si r, s sont étales (i.e. des difféomorphismes locaux)

NB. On allege parfois les hypotheses en ne demandant pas forcément a ce que G soit séparé,
seulement localement séparé et GO séparé. (ce sera par exemple le cas du groupoide d’holonomie
d’un feuilletage)

G® gidentifie au produit fibré G ¢x, GG, ces applications étant des submersions, il est lisse
et on peut parler de la régularité de la multiplication.

Si G est un groupoide de Lie, les s-fibres et r-fibres sont des sous-variétés plongées de G, si
on prend de plus x,y € GO tels que GY # 0, G, ~ Gy et G* ~ GY, les multiplications & gauche
et droite par des éléments de G étant des difféomorphismes.



1.2 Exemples

On se donne dans cette section des exemples qui nous resserviront dans la suite pour illustrer
les différentes notions liées aux groupoides.
1.2.1 Exemples de base

Exemple 2. Un ensemble est naturellement muni d’une structure de groupoide sur lui-méme
en prenant toutes les applications de structures comme [’identité.

Exemple 3. Nous l'avons déja mentionné, un groupe est un groupoide sur son élément neutre.

Exemple 4. Soit M un ensemble, G un groupe. Le groupoide trivial est M x G x M = M avec
les applications

— u(x) = (z,1,x)

— s(z,9,y) =y

—r(z,9,y) ==

T ($)gvy)(y7haz) = (x,gh,y)
T (x7gay)_1 = (yag_la'r)

Il est appelé le groupoide trivial sur M de groupe G dans [26]. En prenant G = 1 on obtient
le groupoide des paires M x M = M (en fait on peut partir du groupoide des paires et faire
le produit avec le groupe G vu comme groupoide). La structure (topologique, Lie) du groupoide
s’obtient directement de celles de M et G.

Exemple 5. Soit M un ensemble, R une relation d’équivalence sur M, l’ensemble G des
couples d’éléments équivalents est un groupoide sur M.

Exemple 6 (Le groupoide d’une action de groupe). Si G ~ X, on construit le groupoide de
Uaction G x X = X par les applications :

— u(z) = (e, )

— s(g,z) ==

7 T(g, QZ) =g

* (ga h- :):)(h,x) = (gha l’)

— (g:2) = (9" g 2)
On le note G x X

1.2.2 Exemples de nature topologique

Exemple 7 (Le groupoide fondamental). Soit X un espace topologique, on note IIX = X
le groupoide fondamental ou groupoide d’homotopie, c’est l’ensemble des classes d’homotopies
de chemins entre la source et le but, l'unité est donné par le chemin trivial de base la source,
linverse est le chemin suivi en sens inverse et le produit est la composition des chemins. ST X
est de plus une variété, 11X hérite d’une structure de groupoide de Lie.

Exemple 8 (Le groupoide des repéres). Soit m: E — M un fibré vectoriel, on note

®(E) = {¢{: Ey, = Ey,x,y € M} = M le groupoide des repéres. La source est I’élément de
M paramétrant la fibre de départ, le but celui d’arrivée, le produit est la composition, linverse
Uinverse du morphisme. L’unité est donnée par l'identité de la fibre. La structure lisse de ®(E)
s’obtient en trivialisant le fibré.



Exemple 9 (Le groupoide de gauge). Soit m: P — M un G-fibré principal. G ~ P x P a
droite par multiplication. Le groupoide de gauge du fibré est donné par Px P/G = M (c’est
une variété car laction est libre et propre). On note (u,v) les classes d’équivalence.
— s((u,v)) = m(v)
— r({u,0)) = ()
— u(z) = (v,v) ot v € 7 Nx) est un élément quelconque (ne dépend pas du choiz car
Paction sur la fibre est transitive)
— (u1,v1) et (ug,va) sont composables ssi w(vy) = w(u2), quitte a faire agir G on peut alors
supposer (ug,va) = (vi,ve) et alors (uy,v1) - (v1,ve) = (uy, va)
- <U’U>_1 = (v,u)

NB. On a ici vu que les fibrés principaux s’exprimaient en terme de groupoides, on attire 'at-
tention sur le fait que cela regroupe des situations extrémement variées en géométrie : structures
riemanniennes, complexes, spinorielles, revétements...

En effet, si E — M est un fibré vectoriel, ®(F) s’identifie au groupoide de gauge du fibré des
reperes GL(E) — M qui est un GLg(g)(IR)-fibré principal

Si M est une variété, IIM s’identifie au groupoide de gauge du revétement universel de M qui
est un 71 (M )-fibré principal

Exemple 10 (Fibrés en groupes de Lie). Soit m: K — M wune submersion telle que Ym €
M,ﬂ_l(m) est un groupe de Lie. On munit K d’une structure de groupoides avec s = r = 7,
la. multiplication et linverse sont données par les lois de groupes et 'unité par le neutre de la
fibre. Ce cas ressemble aux fibrés principaur mais ici on a une identification canonique de la
fibre a un groupe et donc on peut se donner une unité via une section du fibré. Réciproquement,
un groupoide de Lie tel que r = s est de cette forme car G posséde naturellement une structure
de groupe pour tout groupoide.

A\ Cette notion renvoie souvent aux fibrés en groupes de Lie localement triviaux, nous n’avons
pas besoin ici de cette hypothese et nous reviendrons dessus plus tard lorsque ’on évoquera les
groupoides localement triviauz.

NB. Cet exemple comprend, en prenant R” ou C" comme groupe de Lie, le cas des fibrés
vectoriels.

1.2.3 Groupoides associés a un feuilletage

On s’intéresse ici a ce qui a été a lorigine de ce mémoire de Master a savoir 1’étude des
feuilletages. Dans son article [9], Connes définit la C*-algebre d’un feuilletage et plus largement
celle d’un groupoide est définie par Renault dans [35]. Cette notion sera abordée ultérieurement,
regardons pour l'instant ce qui motivait Connes, a savoir les feuilletages et leurs groupoides de
monodromie et d’holonomie.

Définition 1.8. Un feuilletage sur une variété M™ de dimension n est la donnée d’un atlas
lisse maximal F tel que
— si (U, ¢) € F, ¢(U) = Uy x Uy ou Uy, Uz sont des ouverts respectifs de R", R™™".
— si (U, ), (V,¥) € F,UNV # ( alors 1 o ¢~ préserve les feuilles i.e.
dhy, h2/vx7 y,¥ o ¢71($’ y) = (hl(xv y)? hQ(y))

Définition 1.9. Avec les mémes notations, les ensembles ¢~ (U x {c}), ¢ € Uy sont appelés les
plaques de F. Un chemin de plaques est la donnée de plaques o, - - - o, plaques de F telles que
Vi, a; N a1 # 0. Etre sur un méme chemin de plaques est une relation d’équivalence dont les
classes sont appelées les feuilles du feuilletage F.

Proposition 1.10. De maniére équivalente, un feuilletage est donné par une distribution inté-
grable de dimension n sur M.



Démonstration. Les feuilles sont des sous-variétés de M et on prend leur espace tangent comme
distribution. Elle est naturellement intégrable. Réciproquement si on se donne une distribution
intégrable on peut trouver des coordonnées locales z!,--- 2™ de M dans laquelle la distribution

s’écrit Vect < ) et on obtient un feuilletage. O

NB. Le théoréme de Frobenius sert a vérifier la condition d’intégrabilité d’une distribution en
la remplagant par la condition d’étre involutive (i.e. stable par crochet de Lie)

Exemple 11. Un champ de vecteurs non nul en tout point donne un feuilletage de dimension
1.

Exemple 12. Soit o € QY (M) une 1-forme, ker(a) donne un feuilletage de codimension 1 ssi
aANda=0

Pour représenter le feuilletage sous la forme d’un groupoide, on pourrait prendre le grou-
poide de la relation d’équivalence "étre sur la méme feuille" mais celui-ci n’est en général pas
différentiable. On introduit donc les groupoides de monodromie et d’holonomie.

Définition 1.11. Soit (M, F) une variété feuilletée, son groupoide de monodromie est

Mon(M,F) = M dont les éléments sont les (z, [y],y) ol z,y € M sont sur une méme feuille L
et [y] est une classe d’homotopie de chemins dans L de x a y (i.e. on prend les chemins tangents
aux feuilles). Les applications de structure sont les mémes que pour le groupoide fondamental.

Mon (M, F) est un groupoide de Lie pas forcément séparé.

NB. On a une notion plus générale de groupoide de monodromie associé & un groupoide
s-connexe G, c’est celui des classes d’homotopies de chemins a extrémité fixées dont la source
est constante et dont le point de départ est une unité du groupoide (ainsi un groupoide et
son groupoide de monodromie ont méme espace d’unités). Dans le cas des feuilletage on a un
groupoide naturel associé a la relation d’équivalence d’étre sur la méme feuille, celles-ci étant
connexes on a un groupoide de monodromie associé, c’est Mon(M,F).

Il existe une notion plus centrale dans la théorie des feuilletages que la monodromie et c’est
celle d’holonomie.

Définition 1.12. Une holonomie est une application lisse h entre deux transversales locales du
feuilletage telle que I'image d’un point est sur la méme feuille que le point de départ.

NB. On rappelle que si (M, F) est feuilletée, une sous-variété transverse au feuilletage est une
sous-variété T' C M telle que Vo € T, T, T + F, =T, M. Localement on peut toujours construire
des sous-variétés transverses.

Partant d’un chemin tangent & une feuille, on va construire une holonomie entre un voisinage

de son point de départ et de son point d’arrivée. Cela va dépendre de plusieurs choix et c’est
donc plus précisément un germe d’holonomie que nous allons construire.
On se donne (£, ¢;); un atlas feuilleté, ¢;: Q; — U; x T; ou U; est 'ensemble des feuilles et
T; celui de transversales. On écrit ¢; = (w;, 7;) et les changements de carte sous la forme de
(uw) — (gij(u,t), hlj(t)) entre §; et Qj. On pose Wijh =U; x Uj X T;L ou h: T;/L C T'] — Ty, CT;
est une holonomie entre deux ouverts. Ces ensembles vont nous servir a définir le groupoide
d’holonomie



S: Wijh — M
(u,0,) = ¢; ' (v, 1)

T Wijh — M
(u,0,) = ¢; (v, h(t))

(u1,v1,t1) € Wijp et (ugz, ve,t2) € Wik, sont composables ssi v = ug et t1 = h'(t2) et alors leur
produit est (uy,v1,t1)(ug, ve,t2) = (ur,ve,ta) € Wighon'

On prend deux holonomies (i1, j1, h1), (42, j2, h2), soit (z,y) € (r,8)(Wi,jin,) N (7, 8)(Wiyjahy) OL
pose (u,t) = ja(y). h1 et hy définissent le méme germe d’holonomie en y si ho hj, j, et hi i, 0 ho
coincident au voisinage de ¢, cela définit une relation d’équivalence ~ sur U; j , Wijp.

Définition 1.13. Hol(M,F) := UijnWijh/, est le groupoide contenant toutes les holonomies
du feuilletage. Le groupoide d’holonomie Hol(M,F) en est sa composante s-connexe.

Proposition 1.14. }TOJZ(M, F) = M est un groupoide de Lie (non nécessairement séparé)

Démonstration. L’'unité est donnée par la classe de (z,x,id). Pour ce qui est de la structure
lisse, définir le méme germe d’holonomie est une condition ouverte et les changements de carte
entre les W;;, sont induits par les ¢;; donc sont lisses. ]

On conclue cette section en regardant le lien entre ces deux notions en regardant le germe
d’holonomie induit par un chemin.
On prend z,y € M deux points sur une méme feuille et v un chemin entre ces deux points,
tangent a la feuille. On recouvre [0; 1] par des intervalles Iy, - - , I, tel que v(I;) C €,
0 € I1,1 € I,,. On a ainsi une holonomie h;,;,_, 0+ 0 hjy,: Ty — T, ot T{ C Ty est un ouvert
contenant z, idem pour T),. Cette holonomie ne dépend que des ouverts traversés et le germe
serait donc le méme pour un chemin suffisamment proche, elle est ainsi localement constante et
donc si deux chemins sont homotopes on leur associe le méme germe d’holonomie.

Proposition 1.15. L’holonomie d’un chemin induit un morphisme de groupoides
Mon(M,F) — Hol(M,F), son image est Hol(M,F).

NB. On peut définir le groupoide d’holonomie de (M, F) comme le groupoide dont les fleches
entre deux points z,y d’'une méme feuille sont les holonomies associées aux classes d’homotopie
de chemins de x a y comme on vient de les décrire. On obtient alors une autre définition de
Hol(M,F) C Hol(M,F) on peut montrer qu’il s’agit bien de la composante s-connexe et que
nos deux définitions coincident donc. On a pris ce détour pour expliciter la structure lisse du
groupoide d’holonomie.



1.3 Constructions algébriques

Comme pour chaque structure algébrique, on passe en revue les différentes constructions
basiques qu’elles permettent.

1.3.1 Morphismes, sous-groupoides

Définition 1.16. Soient G et H deux groupoides. Un morphisme de groupoides est une appli-
cation f: G — H telle que

—rgof=forg

— Vg eG, flg) " =flg™")

— V(g1,92) € G(2),f(9192) = f(91)f(g2)
i.e. en termes de catégories, un morphisme de groupoides est un foncteur. On dit que f est un
morphisme sur f ©), On parle d’isomorphisme si cette application est bijectives.

En effet si f est un morphisme de groupoides bijectif alors il réalise une bijection entre GO
et HO et I'image réciproque de deux éléments composables est encore composable.

NB. Si on a des structures supplémentaires on demande de plus & ce que f soit continue, lisse,
un homéomorphisme, difféomorphisme.

Exemple 13 (ancre). Soit G = M wun groupoide, l’ancre est le morphisme (r,s): G — M x M
entre G et le groupoide des paires.

Exemple 14 (tiré en arriére d’un groupoide). Soit G un groupoide localement compact,

p: X — GO une submersion surjective (on peut se contenter de conditions plus faibles mais le
fait, par exemple que v X ¢ soit transverse a l’ancre ne suffit pas), on construit le groupoide tiré
en arriére "o*(G) = X en posant "p*(G) = {(x,7,y) € X x G x X/p(z) = s(v),e(y) = r(y)}
et avec les applications de structure :

— s(z,v,y) = y
T (1" VY ) =
T (.%' Y1,Y (y7’727 ) ($771’Y272)

y)
— u(z) = (z,0(z), z)
T (.’E,"}/,y) ! <y Y 7'7")
C’est un groupoide de Lie. L’application (z,7,y) — ~ est alors un morphisme de groupoides
0" (G) = G sur p.

-1

Exemple 15. Un morphisme de groupoides entre deux fibrés en groupes de Lie est une appli-
cation entre les bases et entre chaque fibre correspondantes, un morphisme de groupes.

Exemple 16. Si F': (P, - M) — (P, - Ms) est un morphisme de fibrés principaux alors
(ug,u1) — (F(uz), F(u1)) est un morphisme entre les groupoides de gauge

Exemple 17. Soit (M, F) une variété feuilletée, I’holonomie d’un chemin donne un morphisme
de groupoides (surjectif) Mon(M,F) — Hol(M, F)

On déduit directement des axiomes :

Proposition 1.17. Si f: G — H est un morphisme sur f(0> on a :

—snof=f"osq

— foug =ugyo fO

On peut ainsi comprendre f ©) comme la restriction de f a lespace des unités.
Définition 1.18. Un sous-groupoide de G est une sous-catégorie, i.e. c’est la donnée d’un
groupoide H et d’un morphisme injectif H — G.

Dans le cadre au moins topologique il est dit plongé si I'inclusion est un plongement, il est dit
large (wide) si les espaces d’unités sont les mémes.



Exemple 18. Si R est une relation d’équivalence sur un ensemble X, le groupoide de la relation
d’équivalence est un sous-groupoide du groupoide des paires X X X.

Exemple 19. Si G est un groupoide de Lie, U C GO est un ouvert alors Gg est un sous-
groupoide de Lie.

Exemple 20. Si G est un groupe de Lie H C G un sous-groupe fermé

GXG/H%G/HXGXG/H
(92, 91) = (92H, 9297 ', 1 H)

est un morphisme de entre le groupoide de gauge de G — G/H et le groupoide trivial sur G/H de
groupe G. Cette application fait du premier un sous-groupoide du deuxiéeme. De plus le premier
s’identifie aussi au groupoide de l'action G X G/H.

On a une notion naturelle de produit et de somme.

Définition 1.19. Soient G1, Gy deux groupoides. On peut considérer leur somme en prenant
leur union disjointe G U Gy et leur produit G X Gy en prenant le produit cartésien. Ce sont
deux groupoides et G, Ga s’identifient naturellement comme des sous-groupoides de ceux-ci.
Ces groupoides héritent des structures supplémentaires de G et Ga.

1.3.2 Actions
Définition 1.20. Si G est un groupoide, I'orbite en z € G est Or, = r(G,) = s(G*). L'espace
des orbites est Or(G) = G(O)/G, le groupe d’isotropie de x est G

On a une notion plus générale d’action de groupoide

Définition 1.21. Soit G un groupoide, on se donne un ensemble M et une application
M — G, On construit le produit fibré G x ) M via I'application source. Une action de
G sur M par f est alors une application

G Xgoy M — M

telle que
— flg-m)=r(g)
— h-(g-m)=(hg) -m
— u(f(m)) -m=m

L’orbite de I'action est alors G -m = {g-m,g € Gy} = r(G@). On dit parfois que M est
un G-espace a gauche (et on a la méme notion de G-espace a droite en fibrant par le but).

NB. Avec plus de structure il faut demander a ce que les applications soient continues, lisses.
Dans le cas lisse, s étant une submersion, le produit fibré est aussi une variété.

On retrouve la premiere définition avec l'identité sur GO

Exemple 21. En prenant un ensemble M quelconque, on a une action triviale sur GO x M
via g(s(g),m) = (r(g),m).

Exemple 22. Si G est un groupe, une action de groupe est une action de groupoide et récipro-
quement.

Exemple 23. Les orbites de Hol(M,F) sont les feuilles et si L est une feuille,
Hol(M,F) — L est le revétement correspondant au noyau de w1 (L,z) — Hol(L,x)
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Si on a une action de G sur M on peut munir le produit fibré G X ;) M d’une structure de
groupoide sur M via les applications suivantes

T S(gv m) =m

T(gv m) =g-m

— u(m) = (f(m),m)

7 (h7gm)(gam) = (h’g7m)

— (gm)t=(9"" g -m)
On note encore G x M ce groupoide (ou G Xy M si on veut préciser I'action). Il a la méme
régularité que ’action.
On peut ainsi voir qu'une action de G sur M par f est équivalent & se donner un groupoide T
sur M et une bijection entre G X 50) M et T qui est 'identité sur M, 'action est alors donnée
par la structure de groupoide induite sur G x 50y M.

Exemple 24. On a une action naturelle Gsx G, elle donne une structure de groupoide d
G? = G cwec
— GO = {((z,y)
— s(z,y) = (z,s(y)
— r(z,y) = (zy,r(y))
— @)@y, 2) = (2,92)
— (Y7 = (2y,y )

Comme dans le cas des groupes, on veut pouvoir avoir des actions linéaires, des représenta-
tions. Il faut cette fois prendre en compte que la base n’est pas forcément ponctuelle et donc
agir plus largement sur des fibrés vectoriels.

[(z,1) € (GP)? /2 = ay}

Définition 1.22. Une représentation d’un groupoide G sur un fibré vectoriel £ — G est une
action G X E — E telle que Vy € G,v: Ey,) — E,(,) est un isomorphisme linéaire.

Proposition 1.23. Dans le cas localement trivial, une représentation sur le fibré vectoriel
E — GO est équivalente a un morphisme de groupoides G — ®(E).

Démonstration. Un morphisme G — ®(F) induit une représentation via la représentation natu-
relle ®(E) x E. Réciproquement, si on se donne une représentation G ~ E, on a un morphisme
naturel G — ®(FE) entre groupoides ensemblistes mais il faut montrer qu’il lisse. Pour cela, on
trivialise le fibré via ¢: U x V 5 Ey, U C GO ouvert et V espace vectoriel, I'action s’écrit
alors localement comme Gg X (U x V) — U xV et est lisse par hypothese, ainsi le morphisme
associé GY — U x GL(V) = ®(E)Y est lisse. Et on recouvre le groupoide par ces ouverts car il
est localement trivial. O

1.3.3 Quotient et locale trivialité

En lien avec les actions de groupoides, on introduit les quotients de groupoides. Ils se défi-
nissent de maniere analogue aux groupes mais présentent des problemes de régularité qui vont
nous faire introduire la notion de trivialité locale.

Définition 1.24. Le sous-groupoide intérieur d’un groupoide G est 7G = {g € G /s(g9) =r(g)}

Définition 1.25. Si GG est un groupoide, un sous-groupoide normal est un sous-groupoide large
N C JG tel que
Vv € N,Vg € G/s(g) = s(v),gvg” ' € N

Exemple 25. Un sous-groupoide normal d’un groupe vu comme groupoide a un seul objet est
un sous-groupe normal et réciproquement (ici JG = G).

11



Définition 1.26. Soit F': G — G’ un morphisme de groupoides, son noyau est I’ensemble
HEW) ={ge G/F(g) € v (G""}

Proposition 1.27. Si F: G — G’ est injective sur les objets alors son noyau est un sous-
groupoide normal.

Démonstration. Soit g € ker(F') on

F(s(g)) = s(
=7r(F(9))
= F(r(9))
donc s(g) = r(g) par injectivité et ker(F) C JG.
Si maintenant v € G vérifie s(y) = s(g), on a F(( Y = F(y)F(9)F(y)"" or F(g) € G'® donc

est égale a sa source et s(F(g)) = F(s(g)) = )) = s(F(7)) et F(ygy™") = s(F(y)) € G'©
et donc ygy ! € ker(F). O

97
(v

On se borne ici aux morphismes préservant la base ou l'injectivité est donc claire. Comme
dans le cas des groupes, tous les sous-groupoides normaux peuvent se ramener a ¢a.

Proposition 1.28. Soit N C G un sous groupozde normal. On définit la relatwn d’équivalence
sur G, g ~h < dJv € N hv =g et /N / C’est un groupoide (sur GO ) par passage

au quotient des applications structurelles de G et la surjection canonique G —» /N est un
morphisme de groupoides de noyau N.

Démonstration. On prouve que les applications de structure passent au quotient. r(hv) = r(h)
donc r est constante sur les classes d’équivalence et passe au quotient. s(hv) = s(v) = r(v) = s(h)
donc s passe au quotient. Si u(x) ~ u(y) alors soit v € N vu(z) = u(y) donc par la source
s(vu(z)) = s(u(x)) = x = y et donc la composée de u et de la projection canonique reste
injective. Sihv =g, ¢ ' =vth = h thw th ™  donc g7t ~ h ! car N est normal et Pinverse
passe au quotient. Si g = hv, ¢’ = 'V, g¢' = hwh'v' = hW B "1’V et done comme N est stable
par conjugaison et produit, gg’ ~ hh' et le produit passe au quotient. Les relations entre les
applications sont préservées par passage au quotient et ainsi ~/\y est un groupoide sur GO, Le
noyau de la surjection canonique étant évidemment N. O

Exemple 26. G/G(o) @G, G/jG >~ im((r,s)) ¢ GO x ¢,

AOn a traité ici de 'aspect purement algébrique des quotients, sans se préoccuper de questions
topologiques. Le probleme est que dans le cas lisse, JG n’est pas forcément lisse et G/ y non
plus. Le bon cadre pour pouvoir quotienter dans le cas lisse est celui des groupoides localement
triviaux (au sens de [26]).

Définition 1.29. Un groupoide de Lie G == M est localement trivial (au sens de [26]) si 'ancre
(r,s): G — M x M est une submersion surjective, en particulier il est transitif (I’ancre est
surjective).

Exemple 27. Un fibré en groupes de Lie ne donne jamais de groupoide localement trivial (sauf
si la base est elle méme triviale) car il ne sera pas transitif (I'image de l’ancre est la diagonale, on
dit qu’ils sont totalement intransitifs). On fera donc attention si jamais le FIBRE est localement
trivial, cela ne veut pas dire que le GROUPOIDE l’est.

NB. Si on voit un groupoide comme un graphe (les sommets sont les points et les fleches sont
les arétes), la condition d’étre transitive signifie alors que le graphe est connexe et totalement
intransitif signifie que tous les sommets sont isolés.
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Remarque 1.1. Les groupoides de déformation auxquels nous nous intéresseront dans la deuxieme
partie ne sont pas transitifs, c¢’est déja le cas des groupoides associés a un feuilletage. Nous nous
servons de cette notion ici car elle facilite la théorie de Lie dont nous ferons un survol.

Proposition 1.30. Soit G = M un groupoide de Lie.On a I’équivalence
i) G =2 M est localement trivial.
1) rm: Gy — M est une submersion surjective pour un et donc pour tout m € M
iti) L’application de division 0y, : Gy X Gny — G définie par 6,,(g,h) = gh™! est une sub-
mersion surjective pour un et donc pour tout m € M

Démonstration. On prouve par exemple i) < i), les arguments sont assez usuels en géométrie
différentielle.

Supposons G =2 M localement trivial. (r, s)(Gr,) = M x {m} car ancre est surjective. M x {m}
est une sous-variété fermée plongée et ’ancre est une submersion donc 7, est une submersion
surjective. Réciproquement si 7, est une submersion surjective, comme (7, ) © 6, = Ty X T,
I’ancre est aussi une submersion surjective et donc G est localement trivial. ]

Corollaire 1.31. Le groupoide de gauge d’un fibré principal est localement trivial.

Démonstration. Le but est donné par 'application de projection du fibré qui est une submersion
surjective. O]

De nombreux groupoides déja vus s’identifient a des groupoides de gauge et sont de ce fait,
localement triviaux.

Exemple 28. On rappelle que si E — M est un fibré vectoriel, ®(E) s’identifie au groupoide
de gauge d'un GLyg(E) (R)-fibré principal et si M est une variété, IIM s’identifie au groupoide
de gauge d’un 71 (M)-fibré principal, ces deux exemples sont ainsi localement triviauz.

Exemple 29. si G ~ M est une action lisse de groupe de Lie, T, correspond d l'application
g — g-m qui est une submersion surjective ssi l’action est transitive. Dans ce cas M s’identifie
a un espace homogene G/H ou H est le stabilisateur d’un point et G X (G/H) s’identifie au

groupoide de gauge du H-fibré principal G — G/H

On a du mal a trouver un exemple de groupoide localement trivial qui ne soit pas associé
a un fibré principal et pour cause : soit G == M un groupoide localement trivial. G% est un
groupe de Lie qui agit librement sur G, les orbites étant les rp-fibres. r,: G, — M est alors
un G3-fibré principal. Si on prend un autre point y € M, on a un isomorphisme entre G et G,
donné par la conjugaison par g et alors la multiplication & droite par ¢ * est un isomorphisme
équivariant entre les deux fibrés principaux. On a donc une correspondance (non canonique)

entre les groupoides localement triviaux et les fibrés principaux.

Justifions a présent cette appellation de "localement trivial". Si G = M est un groupoide
localement trivial, on fixe m € M, on peut trouver un recouvrement ouvert (U;); de M et
des sections o;: U; — Gy, de 1. Si on pose H = G, le groupe d’isotropie, on a alors des
isomorphismes préservant la base

St Ui x Hx U = G
(4,7, 2) = oi(y)goi(z) ™!

D’ou I'appellation de "localement trivial. Les o; sont appelées des sections de décomposition et
{(Ui,0:),i} un atlas de sections.

AA linverse, si on se donne un groupoide avec de tels isomorphismes locaux, il n’est pas
forcément localement trivial car il ne sera pas forcément transitif.
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On peut reprendre notre probleme initial de quotients. Soit G = M un groupoide localement
trivial, N C G un sous-groupoide normal fermé plongé. On se donne un atlas de sections (U;, 0;);
et on pose ¥;(z,g) = Xi(z, g,x). Puisque N est normal, les 1) se restreignent en
Ui X Ny — Ny,. On pose alors I' = {(n,nv)/n € G,v € N,s(n) = r(v)}, c’est le graphe de la
relation d’équivalence induite par N. Par locale trivialité, &': (n, &) — n~L¢ est une submersion
surjective et donc la projection sur le second facteur I' — G est une submersion surjective. Ainsi,
par critere de Godement, G/ N = G/P est une variété. On vérifie aisément que les applications
de structure du quotient ont les propriétés voulues.

Proposition 1.32. Si G = M est un groupoide de Lie localement trivial, N C G un sous-
groupoide normal fermé plongé alors G/N = M est un groupoide de Lie et [l'application de

quotient G — G/N est une submersion surjective et un morphisme de groupoides.

Corollaire 1.33. Si F: G — G’ est un morphisme de groupoides de Lie et une submersion
surjective, G/ker(F) est un groupoide de Lie et il existe un unique morphisme F': G/ker(F) — G
tel qu’on ait le diagramme commutatif

G/ker(F)

Proposition 1.34. 5i G = GO est localement trivial et si p: M — GO est une submersion
surjective alors "p*(G) = M est lui aussi localement trivial.

Démonstration. Immédiat quand on trivialise. ]
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2 Algébroide de Lie

2.1 Définition

On passe a ’objet infinitésimal associé aux groupoides de Lie. On commence par le définir
abstraitement et on verra apres quelques exemples comment associer une algébroide de Lie a un
groupoide de Lie.

Définition 2.1. Une algébroide de Lie A sur une variété M est un fibré vectoriel A — M muni
d’un crochet de Lie [+, -] 4 sur 'espace I'(A) des sections du fibré ainsi qu'un morphisme de fibrés
vectoriels ('ancre) p: A — M tels que VX, Y € I'(A),Vf € €°°(M)

— p([X,Y]4) = [p(X),p(Y)] (Morphisme d’algebres de Lie)

— [ X, fY]a=fIX,Y]a+ (p(X) - /)Y (Regle de Leibniz)

NB. ¢ Si une ancre vérifiant la régle de Leibniz existe alors elle est unique.
e On peut en fait déduire le fait que I’ancre soit un morphisme d’algebres de Lie des autres
conditions mais on peut aussi le garder comme axiome

Exemple 30. Une algébroide de Lie sur un point est une algébre de Lie (I’ancre est nulle).

Proposition 2.2. Soit A — M une algébroide de Lie, U C M un ouvert, alors Ay — U est
une algébroide de Lie.

Démonstration. La régle de Leibniz assure que le crochet de Lie de deux sections est local, i.e.
le germe de [X,Y] en un point m € M ne dépend que des germes de X,Y en m. O

Définition 2.3. Une algébroide de Lie A — M est dite
— transitive si ’ancre est surjective entre les fibres
— réguliére si rg(p) est localement constante
— totalement intransitive si p =0

NB. e Si A est transitive, les inverses a droite de ’ancre induisent des connexions sur A
o Si A est réguliere, p(A) C M est une distribution involutive donc induit un feuilletage
sur M appelé feuilletage caractéristique de A (et sur chaque feuille, ’algébroide est tran-
sitive).

Définition 2.4. Soient A — M, A" — M deux algébroides de Lie d’ancres respectives p,p’. Un
morphisme d’algébroides est p: A — A’ tel que

—  est un morphisme de fibrés vectoriels

—  est un morphisme d’algebres de Lie

— ployp

NB. On a pris ici la méme base. Dans le cas de bases différentes il faut se donner une application
entre f entre les bases et alors remplacer la condition sur les ancres par p' o ¢ = df o p. La
condition de morphisme d’algebres de Lie est remplacée par une autre plus difficile & exprimer
(que juste o([-,-]) = [p(:), ¢(+)]), elle est plus compliquée & exprimer car le crochet de Lie, bien
que dépendant uniquement des germes des champs de vecteurs, agit sur les sections du fibré et
non sur le fibré lui méme et les sections du fibré ne se poussent pas bien en avant.

Si A — M est une algébroide transitive d’ancre p on a la suite exacte
0 — ker(p) ——A—TM——0

Définition 2.5. ker(p) est appelé le fibré adjoint de A
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Remarque 2.1. On peut en fait montrer que le fibré adjoint d’une algébroide transitive est un
fibré en algebres de Lie localement trivial.

Soit ¢: A — A’ un morphisme d’algébroides entre algébroides de Lie transitives. On note
L, I les fibrés adjoints respectifs. La condition sur les ancres implique que ¢ induit un morphisme
©T: L — L', c’est un morphisme d’algébroides de Lie totalement intransitives.

Proposition 2.6. ¢ est injective (resp. surjective, resp. bijective) ssi @ est injective (resp.
surjective, resp. bijective).

Démonstration. On a le diagramme commutatif

0 L A—L=TM 0
s
0 r A 2o TM 0
La proposition découle alors directement du lemme des cing. O

Remarque 2.2. Dans le cas non transitif mais régulier, on remplace T'M dans la suite exacte par
I’image de 'ancre. Le fibré adjoint n’est alors plus un fibré en algebres de Lie localement trivial.

2.2 Exemples

Exemple 31 (Algébroide triviale). On prend M une variété, g une algébre de Lie. On munit
TM @ (M x g) d’une structure d’algébroide en prenant comme ancre la projection sur le premier
facteur, le crochet devient alors

XoVYoW|=[X,Y]e(XW)-Y(V)+[V,W])
C’est une algébroide transitive appelée algébroide de Lie triviale d’algébre de structure g.

Exemple 32 (Fibré en algebres de Lie). On a vu qu’une algébre de Lie était un algébroide de Lie
sur un point. Sur une variété M il faut prendre un fibré en algébres de Lie (i.e. un fibré vectoriel
dont les fibres sont des algébres de Lie). Puisque c¢’est un fibré vectoriel il est trivialement trivial
en tant que fibré vectoriel mais les changements de carte n’ont pas d préserver la structure
d’algébre de Lie (auquel cas on dira que le fibré en algébres de Lie est localement trivial). Dans
les deux cas c’est une algébroide de Lie totalement intransitive.

On peut regarder les morphismes entre deux telles algébroides.

Un morphisme ¢: TM & (M x g) — TM @& (M x g') est nécessairement de la forme

pXeV)=Xa wX)+e (V)

ot w est une I-forme d valeur dans g’ et T : M x g — M x g un morphisme de fibré vectoriel.
La condition que @ respecte le crochet de Lie se traduit par trois choses :

— @7 respecte aussi le crochet i.e. ¢’est un morphisme de fibrés en algébres de Lie

— dw(X,Y) + [w(X),w(Y)] i.e. w est une forme de Maurer-Cartan

— X (" (W) = (X (W) + [w(X), 6" (W)] = 0
Et réciproqguement ces trois conditions font de ¢ un morphisme d’algébroides de Lie.

Exemple 33. Une distribution involutive F C TM (ou de maniére équivalente un feuilletage
régulier) est une algébroide de Lie ou l'ancre est linclusion, elle est réguliére.
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Exemple 34 (Algébroide des dérivations). On part de E — M wun fibré vectoriel. On a la suite
exacte
0—=Diff%, (E)——=Diff},;(F)—>Hom(T* M, End(E))—=0

End(E)

ot o est le symbole principal. On a une application

TM — Hom(T*M, End(E))
X = (w—w(X)Idg)

On peut donc tirer en arriere, on a le pullback

p

D(E)
bl
Diff},(E) —> Hom(T*M, End(E))

D(E) s’identifie ainsi a un sous-fibré des opérateurs d’ordre 1 sur E. Puisque ker(p) = End(FE)
on a la suite exacte

0 — End(E) — D(E) TM 0

Ainsi les sections de D(E) sont des opérateurs différentiels d’ordre 1, D: T'(E) — I'(E) tel qu’il
existe X € X(M), X = p(D) tel que

Vu € €(M),Vu € T(E), D(up) = uD(u) + p(D)(u)p

i.e. D est une dérivation sur E. Le crochet de Lie naturel sur les dérivations est
[D,D'] = DD’ — D'D, on a ainsi muni ’ensemble des dérivations de E, D(E), d’une structure
d’algébroide de Lie sur M. FElle est transitive de par sa construction.

Exemple 35 (Algébroide d’une action). Si on prend une action d’algébre de Lie g sur une
variété M

g — X(M)

X — X7

Une section V- € €°°(M, g) induit alors un champ de vecteur VT via la formule

Vi(m) = V(m)i(m).

On munit alors M x g — M d’une structure d’algébroide de Lie pour l'ancre p(m, X) = XT(m)
et le crochet [V, W] = V(W) = WT(V) + [V, W],. L’algébroide de Lie obtenue est Ualgébroide de
Lie de l’action et on la note g x M.
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2.3 Représentations d’algébroides de Lie

Nous allons donner une notion de représentation d’algébroides de Lie. Celle-ci pourra sembler
étrange mais s’appuie en fait sur la proposition 1.23 et sur la construction de I’algébroide d’un
groupoide de Lie que nous détaillerons dans la partie suivante.

Définition 2.7. Une représentation de I’algébroide A — M sur le fibré vectoriel £ — M est
un morphisme d’algébroides A — D(E).

Exemple 36. Si A — M est une algébroide, V un espace vectoriel, on a la représentation
triviale A ~ (M x V') via

P(X)(f) = p(X)(f), X €T(A), f € €=(M,V)

Exemple 37. Si A — M est une algébroide transitive, on a la représentation adjointe
ad: A — D(L) ou L est le fibré adjoint via la formule ad(X)(V) = [X,V], X € T(A),V € T'(L).

Exemple 38. Si E — M est un fibré vectoriel, V une connexion plate alors X — Vx est une
représentation TM ~ E

2.4 Algébroide d’un groupoide de Lie
2.4.1 Le foncteur Lie des groupoides

Comme dans le cas des groupes de Lie qui donnent une algebre de Lie, on définit ici un
foncteur Lie de la catégorie des groupoides de Lie vers celle des algébroides.
On se donne G un groupoide de Lie, si @ € G, on note Ry: Gpo) — Gya) application de
multiplication a droite par a.

Définition 2.8. Un champ de vecteurs Z € X(G) est dit invariant & droite si
— Z est s-vertical, i.e. ds(Z) = 0, i.e. Vo, Z(a) est tangent a Gy(q)
— W0, ) € G, Z(af) = dRy(Z()

Définition 2.9. L’algébroide AG du groupoide de Lie G = G est définie par
— AG — G est la restriction de ker(ds) a G ie. AG = Uyeqo TeGe
— L’ancre p: AG — TG est donnée par la restriction de dr & AG
— Le crochet de Lie [-,-]: T(AG)? — I'(AG) est donné par [Y1,Ys] = [Zy;, Zy,) |Gy ousi Y
est une section locale de AG, Zy (a) = dRy(Y (r(«)) est le champ de vecteurs invariant
a droite associé.

On a visiblement, en passant du groupoide a l’algébroide, perdu cette symétrie que nous
avions entre les applications source et but, il n’en est rien et on peut voir ’algébroide d’une
autre maniere.

s: G — G est une submersion et u: G — G en est une section. Si z € G on a

T,G = T,G© & T,.G,, d’ou, via dr,, I'identification avec le fibré normal, (Ngw))x = T,G,. Ainsi
on a l'isomorphisme T'(ker(ds)) = F(Ng(o)), or si X,Y sont des sections G-invariantes, [X, Y]
Pest aussi, on a donc une structure d’algebre de Lie sur T'(NS())

G
Proposition 2.10. AG = Ng(o) et lancre est donnée par dr — ds
On observe alors la symétrie. On aurait tout aussi bien pu prendre

ker(dr) G0 = Uieqo T.G*

des champs de vecteurs invariants a gauche et ds comme ancre.
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Proposition 2.11. AG = u*(ker(dr)) = u*(ker(ds)) et l’ancre est donnée par la composition

AG — ker(ds) == TG —2>T7G©®

T

GO —*~ S P e 1()

Démonstration. rou = sou = Idgwo O

On a défini le foncteur Lie pour les groupoides sur les espaces, il reste a voir qu’un morphisme
entre groupoides en induit un entre leurs algébroides.
Soit F': G — G’ un morphisme de groupoides sur f: M — M’', fos = s o F donc dF se
restreint en F': T°G — T°G’ ot T*G = ker(ds) C TG, on a alors le diagramme

Af TT F TSJ/G/
M—t gt

et puisque F ou = ' o f, on obtient un unique morphisme de fibrés vectoriels F,: AG — AG’
tel qu’on ait le diagramme suivant

AG T A TG

L,

M M —— &

On a donc défini notre morphisme de fibrés vectoriels. Puisque 7’ o F' = for et par définition
de 'ancre via dr, on a p’ o F, = dF o p.

Proposition 2.12. F, est un morphisme d’algébroides

Démonstration. 1l reste a voir que c’est un morphisme d’algebres de Lie. On a vu cette propriété
de morphisme que dans le cas f = Ids et dans ce cas on constate directement
F.[X,Y] = [F.X, F.Y] O

NB. Bien qu’on ne l'ait prouvé que dans un cas restreint de morphismes d’algebres de Lie, le
résultat reste vrai en général. Dans la suite, bien que les résultats seront énoncés dans le cadre
général, on ne les prouvera que dans celui ou la base est la méme et tous les morphismes de
groupoides sont pris sur l’identité de la base.

Proposition 2.13. Si G est un groupoide de Lie, (r,s), =p
NB. On a justifié 'appellation d’ancre pour deux objets a priori distincts.

Démonstration. (r,s): G — M x M est un morphisme de groupoides. L’algébroide du groupoide
des paires est T'M on a donc le morphisme d’algébroides (r,s).: AG — TM. Et de par la
construction du morphisme induit, on obtient (r,s), = dr = p. O

On présente maintenant un peu de théorie de Lie pour les groupoides, on prouve notamment
que les groupoides de Lie localement triviaux correspondent aux algébroides transitives. On
commence par un lemme technique.
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Lemme 2.14. Soit F': G — G’ un morphisme de groupoides sur M
— F est une submersion ssiVx € M, F,: G, — G; est une submersion ssi F,: AG — AG’
est une surjection fibre a fibre.
— F est une immersion ssi Vx € M, F, est une immersion ssi Fyx est une injection fibre a
fibre.
— F' est de rang localement constant ssi Fy [’est.

Proposition 2.15. Si G’ est s-connexe et F, est une surjection fibre d fibre alors F est surjec-
tive.

Démonstration. Par le lemme on sait que F est une submersion, ainsi F/(G) est un s-voisinage
de M C G’ symétrique (i.e. F(G)™' = F(G)) le résultat bien connu dans le cas des groupes
de Lie s’étend aux groupoides de Lie et le groupoide engendré par F(G) est G’ (la preuve est
similaire au cas des groupes), F/(G) étant un groupoide on a le résultat. O

Proposition 2.16. Le foncteur Lie est exact, i.e. la suite exacte de groupoides

1 K—tsGg- "¢ 1

induit la suite exacte d’algébroides

0 AK = -

AG AG’ 0

Démonstration. Via le lemme, on est ramené a prouver ’exactitude de

dig dmg
0 Ty Ky —> TyGy —> T, G, —0

Mais la premiére suite exacte nous donne que 7, est une submersion surjective et 7, (M) = K,
d’ou le résultat. ]

Corollaire 2.17. Si G est localement trivial alors AG est transitive. Réciproquement si AG est
transitive et si M est connexe alors G est localement trivial.

Démonstration. On sait que (r,s). = p donc si AG est transitive, p est surjective fibre a fibre
et comme M x M est s-connexe (les fibres s’identifient & M) alors (r,s) est une submersion
surjective et G est localement trivial. Réciproquement si G est localement trivial, (r, s) est une
submersion surjective et donc p est surjective fibre & fibre et AG est transitive. O

On peut expliquer la définition de représentations d’algébroides. Nous verrons plus tard le
résultat suivant

AB(E) = D(E)

On peut alors comprendre que, si on se donne une représentation p: G — ®(F) alors on en
induit une p,: AG — D(E).

2.4.2 Algébroide de certains groupoides
Exemple 39 (Groupoide des paires). On l’a déja utilisé, A(MxM) =TM, l’ancre est l'identité.

Exemple 40 (Fibrés en groupes de Lie). Soit w: K — M un fibré en groupes de Lie. On
lui associe un fibré en algébres de Lie K, de la maniére suivante : K, = u*(T"K). On a
(Ky), = Lie(K,) et donc K, est un fibré en algébres de Lie. La construction étant la méme que
celle de l'algébroide d’un groupoide, on obtient AK = K,. En particulier si G est un groupe de
Lie d’algébre de Lie g, A(G = {e}) =g
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Exemple 41. Si on prend un groupoide trivial (au sens de Mackenzie [26])

M xGxM = M, le foncteur Lie étant exact, on peut réutiliser nos deux exemples précédents
pour obtenir A(M x G x M) =TM @& (M x g) et p(X @ V) = X. Le fibré adjoint s’identifie
donc a l'algébroide M x g.

Exemple 42 (Groupoide d’une action). Soit m: Gx M — M wune action lisse. On a le groupoide
de Uaction G x M qui s’identifie a un sous-groupoide de M x G x M wvia (g,x) — (gz,g,x).
Un champ de vecteurs vertical s’identifie ¢ une fonction ¥9: G x M — TG, il est invariant d
droite ssi 9(gh,m) = dRp¥(g, hm). Si on prend une fonction V: M — g elle induit le champ de
vecteurs invariant  droite V (g, z) = dR,(V (gx)). En reprenant le morphisme vers M x G x M
on obtient que Uancre de A(G x M) est p: M x G — TM avec p(z, X) = X'(z) ot X — X7

est laction g ~ M induite via celle de G par dérivation. On en déduit ainsi
AGXx M)=gx M

Exemple 43 (Holonomie et monodromie). On part de (M,F) variété feuilletée. On rappelle
que application Hol(M,F), — Ly est un revétement (L, est la feuille contenant x), ainsi
lalgébroide s’identifie a la distribution, AHol(M,F) = F. Le méme raisonnement tient pour
le groupoide de monodromie et AMon(M,F) = F. On peut en fait montrer qu’en un certain
sens, le groupoide d’holonomie est le "plus petit groupoide” qui intégre I’algébroide définie par la
distribution.

2.5 De l’algébroide au groupoide
2.5.1 Bisections

Définition 2.18. Soit G = G© un groupoide de Lie. Une translation a gauche est une paire
de difféomorphismes ¢: G — G, g GO — GO tels que

— rop=gyor

— Vo e G0 39 € G9@ ot = [,: GT — G¥o@

Définition 2.19. Une bisection locale de GG est une application lisse o: GO — G telle que
— o est une section de s
— r oo est un difféomorphisme de GO

On note B(G) l'ensemble des bisections de G.

Si (¢, o) est une translation & gauche, pour x € GO on pose o(z) = ¢(g)g~* pour g € G%,
cela ne dépend pas du choix de g. En effet si h € G, il existe £ tel que h = gl. ¢ étant une
translation & gauche, on peut P'écrire sur G* comme Ly et ainsi ¢(h) = 0gf, d’ott p(h)h™' =
0900 g™ = p(g)g™! (on constate d’ailleurs que o(x) = 6). o est ainsi bien définie et c’est une
bisection lisse, en effet s o o(x) = s(g™ ') = 2, 7o o(x) = r(d(g)) = do(r(g)) = do().
Réciproquement si on prend une bisection o on lui associe la translation a gauche
Ly: g — o(r(g))g, (Ls,r o 0) est une translation a gauche. On a ainsi construit une bijection
entre les translations a gauches et les bisections. Les translations a gauche étant clairement un
groupe pour la composition, on induit alors une structure de groupe sur B(G) de sorte que
o — L, soit un (iso)morphisme de groupes. On en décrit la loi de groupe.

Proposition 2.20. Sio,7 € B(G),z € G¥ on a
— o -7(x) = o(r(r(z)))(z)

— L’identité est donnée par u
— o Hz)=0o((roo) H(z)!

Corollaire 2.21. ¢ — r o o induit un morphisme B(G) — Diff(G?) (groupe des difféomor-
phismes).
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La définition de bisection manque a priori de symétrie car on a imposé que cela soit une
section de s et non pas de r. En fait, a une bijection ¢ on peut associer son image L C G,
c’est une sous-variété plongée de G sur laquelle r,s: L = GO, Réciproquement étant donné un
tel ensemble, il existe une unique bijection I'ayant comme image, on peut ainsi confondre les
bisections et leurs images qui présentent plus de symétrie.

Exemple 44. Sim: E — M est un fibré vectoriel, on a le groupoide des repéres ®(E) = M. Si
o € B(®(E)), on définit un morphisme de fibrés vectoriels o via o(u) = o(m(u))(u).

On aalorsId=1d, 57 =007 et ainsi 0 — & est un morphisme de groupes

B(®(E)) — Aut(E). Réciproquement si ¢p: E — E est un automorphisme du fibré et qu’on note
f: M — M Uapplication induite alors o(z) := ¢, € ®(E)L®) définit une bisection et G = ¢. On
a donc B(®(FE)) = Aut(E).

On utilisera cette identification lorsque 'on déterminera l'algébroide de ®(E), pour l'instant on
regarde l’action sur les sections, si on note encore o cette action et si u € I'(E), on a :

5 (1)) = o((ro o) @)ul(ro o) (2)),x € M

De méme, & agit sur les fonctions €°°(M) via 5(f) = f o (roo)™t. On a alors les formules
— o 7(n) = a(7(n)
— o(pr + p2) = 0 (1) + o (p2)
— alfp) = a(f)a(p)

— o M u)(z) = o(z) " u((roo)(z))

On termine par des définitions plus locales qui seront plus pertinentes dans le cas de I'expo-
nentielle que nous introduisons apres.

Définition 2.22. Soit U C G(°) un ouvert. Une bisection locale de G sur U est une application
lisse o: U — G telle que

— soo =Idy

— r oo est un difféomorphisme de U sur (r o o)(U)
On note By (G) cet ensemble.

Comme dans le cas global, ¢ induit une translation a gauche locale
Lo: GY = GV
g —a(r(9)g
ou V =r(o(U)). De méme elle induit une translation & droite locale
R,: Gy — Gy
g+ go((roo) ™ (s(9)))
et un automorphisme intérieur local
I,: GY — GY

g+ o(r(g))go(s(g) ™

2.5.2 Application exponentielle

Soit G = M un groupoide de Lie et AG — M son algébroide. On rappelle qu’a une section
locale de I’algébroide Y € T'(U, AG) on associe le champ de vecteurs invariant & droite
Y(a) = dRo (Y (r(c))). On a alors un isomorphisme de (M )-modules

€ (G) @y L(AG) = T(T4G)
fRoX— fX
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Si on note I (T*@) Pespace des champs de vecteurs invariants & droite on a les isomorphismes

FRI(TSG) — I'(AG)
X—Xou

I'(AG) — TE(T*@)
X=X

Ainsi, si on prend une section X € I'(AG) elle engendre via X des flots locaux ¢;: U — Us.
Puisque X est s-vertical, sop; = s et donc si UNG, # () on a une restriction ¢z : UNG, — UiNG.
Si ¢ e GY, (Rg)*)z|gy = ngz d’olt ¢4 0 R¢ = R¢ o ¢y Si on note V; = r(U;) et 9y le flot local
défini par

U2 1,

|4 TR Uy

)y est aussi un difféomorphisme local, d’inverse 1)_; et ;¢t($)|t:o =r.(X(h)) o h € UNG®
et ainsi 14 est un flot local correspondant & P(X) = r.(X).
Proposition 2.23. Vt3loy € By (G), ¢t = Ly, v
Démonstration. Prendre oy(z) = ¢y(h)h ™', h e UNG* O
On déduit alors aisément :

Théoréme 2.24. Soit G = M un groupoide de Lie, W C M un ouvert, X € T'(W, AG). Alors
pour tout xg € W il existe V. C W woisinage ouvert de xy (voisinage de flot) et € > 0 ainsi
qu’une unique famille de bisections locales exp(tX) € By (G) telles que pour tout |t| < € on ait

., 0

i) g exp(tX)j—o = X

it) exp(0X) =Idy € By (G)

iii) exp((t + ) X) = exp(tX) - exp(t' X) pour t,t'/|t], |t'|,|t + | < €

i) exp(—tX) = exp(tX)!

v) (roexp(tX)), est un groupe & un parameétre de transformations pour p(X) sur V
NB. Le point #ii) se réécrit, si on rajoute ’hypothese r(exp(t' X (z))) € V, en

exp((t +1')X)(z) = exp(tX)(r(exp(t'X (z)))) exp(t'X (x))

NB. (t,x) — exp(tX(z)) est lisse (vient du caractere lisse des flots locaux).

Exemple 45. Si on prend G = M x M = M le groupoide des paires, X € T'(AG) = X(M)
donne un flot o : U — Uy. Le flot de X = X @ 0 est ¢, x Idys et ainsi exp(tX) s’identifie au
flot usuel de X, py.

Exemple 46. On prend un fibré en groupes de Lie m: K — M. Si X € T'(K,), exp(tX) est la
section globale x — exp(tX (x)) ot exp(tX(x)) est l’exponentielle de I’élément tX (x) de l'algébre

de Lie (K.), vers le groupe de Lie K, i.e. on retrouve [’exponentielle usuelle de groupes de Lie
fibre a fibre.

Proposition 2.25. Soit G = M un groupoide de Lie sur M connexe. Alors
{exp(tX(m)),t e R,m € M, X € I'(AG)} est la composante s-connexe de l'identité de G.
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Démonstration. exp(0X(m)) = wu(m) donc on a une courbe dans G,, joignant exp(tX(m))
et u(m), ainsi notre ensemble est dans la composante s-connexe. Réciproquement, I'image de
chaque exp(tX) est un ouvert de g donc & X fixé, quand t varie, 'union des images est un
ouvert s-connexe contenant u(M) et les propriétés de I’exponentielle nous assurent d’avoir un
groupoide donc on a ’égalité. O

Proposition 2.26. Soit G = M wun groupoide de Lie, X € I'(AG), go € G,yo = 1(g0). La
courbe intégrale de X passant par gg se prolonge indéfiniment dans une direction ssi celle de
p(X) passant par yo se prolonge indéfiniment dans cette direction. En particulier X est complet
ssi p(X) lest.

Démonstration. r envoie X sur p(X) donc de méme pour les courbes intégrales, d’ou le "seule-
ment si". Réciproquement, on distingue deux cas.

Si p(X)(yo) # 0 alors p(X)(y) # 0 pour tout y sur la courbe intégrale de p(X) passant par yp,
on note y cette courbe intégrale, c’est une immersion et on la suppose définie sur R. On note
71 la; b[— Gg, la courbe intégrale de X passant par u(yo) et supposons par 'absurde que b est
maximal (pour l'intervalle de définition) et fini.

Si G;élf # () on prend un élément g € Ggéb) et on pose 67: ]b — € b+ €[ G, courbe intégrale
pour X passant par g en b. On a ainsi 7(69(t)) = v(t) et r(3(t)) = v(t) quand ces application
sont définies. v étant une immersion, on peut supposer € assez petit pour que « soit injective
sur |b — € b+ €[. Soit £ € G, puisque X est invariant a droite, §9° := Ry 0 69 est la courbe
intégrale de X passant par gf en b et elles sont toutes injectives vu le € choisi. On pose alors
S=y(b—eb+e]) et S={heqGy,r(h) e S} alors

Vhe S, elb—eb+el, e GY/h=05%t)

En effet, si 69 (t;) = 69%2(t2) alors en appliquant le but r on trouve y(t;) = y(t2) et donc t; = t,
par injectivité. Ensuite 59 et §9° étant des courbes intégrales distinctes pour des ¢ distincts,
si elles coincident en un point ce sont les mémes et donc £1 = /5.

Pour Dexistence, soit h € S, on prend ¢ €]b—e;b+ €| tel que h € G;jét) or §9(t) € Ggét) donc soit
L€ G¥ tel que h = 69(t)0 = §9(t).

Ainsi, si t €b— e b[,5(t) € S donc F(t) = 69(t') pour un certain ¢ et . En appliquant r on
trouve t = t’ et on peut alors prolonger 7 sur Ja; b + €[ ce qui est absurde. On a donc |a; b[= R.
Si en revanche p(X)(yo) = 0 alors Vt € R, ~v(t) = yo et on est ramené au cas des groupes de Lie en
regardant G} et X GO le champ de vecteurs invariant a droite engendré par X (yo) € Lie(G})).
On a ici traité le cas d’une courbe intégrale passant par u(yo) mais si on prend un go quelconque
on se rameéne a ce cas par translation a droite. ]

Proposition 2.27. Soit F': G — G’ un morphisme de groupoides de Lie, V' un voisinage de flot
de X € T'(AG) alors F'(V') est un voisinage de flot de Fi.(X) et si on note F': By (G) — Bpy)(G)
alors pour tout t pour lequel exp(tX) est bien défini,

F(exp(tX)) = exp(tFi(X))

Démonstration. t — F(exp(tX)) a les mémes propriétés qui caractérisent exp(tFy (X)) O

2.5.3 Application au groupoide des repéres

On utilise ici 'exponentielle définie précédemment pour déterminer I’algebre de Lie du grou-
poide des reperes d’un fibré vectoriel. Durant cette section on fixe un fibré vectoriel 7: £ — M.
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Théoréme 2.28. Soit X € I'(AP(E)) on définit D(X): T'(E) - T'(FE) ousip € I'(E) etx € M

DX) (1)) = — X (1) ()0
Alors D(X) e I'(D(FE)) et D: T'(AP(E)) — I'(D(E)) induit l’'isomorphisme d’algébroides sur M
A®(E) = D(E)

Démonstration. On peut réécrire notre application

DX (1) ) =~ [exp(tX) (o exp(tX)) ™)) () ((r 0 exp(X)) ' (2))]

- % [exp(tX () (1) (r(exp(tX (@W

|t=0

|t=0
Soit m € M, on pose P = ®(E),,,V = E,, et on définit pour u € T'(E) une application
n:P—=V
& € u(r(9))

Si X € D(A®(E)) on note X = X \p- Par comparaison des flots on obtient

—_—

D(X) (1) = X (1)
On obtient alors pour f € € (M),

D(X)(fp) = FPX) (1) + p(X)(f)p

De cette relation, on tire premiérement que D(X) est un opérateur différentiel d’ordre au plus
1 et est dans D(F), deuxiemement que D respecte les ancres.
De la méme maniere on trouve D(fX +Y) = fD(X) + D(Y) ce qui nous donne un morphisme
de fibrés

D: AP(F) — D(E)

Enfin puisque [X, Y] = [X, Y] alors D respecte le crochet et est ainsi un morphisme d’algébroides.
Pour voir que c¢’est un isomorphisme, puisqu’on travaille avec des algébroides transitives, il suffit
de regarder D entre les fibrés adjoints, fibre & fibre il correspond a Tiq(GL(E,)) = gl(E,),
c’est donc un isomorphisme. O
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2.6 Survol de la théorie de Lie des groupoides

Nous avons vu au travers d’exemples et de certaines discussions que la théorie des groupoides
de Lie et de leurs algébroides étendait celles des groupes et algebres de Lie et on peut essayer
d’étendre la question des trois théoremes de Lie, nous les rappelons pour fixer les idées.

Théoréme 2.29 (Lie). I- SiG et H sont deuz groupes de Lie connexes, simplement
connezes tels que Lie(G) = Lie(H) alors G = H
Il - Si G, H sont des groupes de Lie, G conneze, simplement connexe et
f: Lie(G) — Lie(H) est un morphisme d’algébres de Lie alors il existe un morphisme de
groupes F': G — H tel que d F = f
Il - Si g est une algébre de Lie, il existe un unique groupe de Lie connexe simplement
connezxe G tel que Lie(G) = g

NB. Les groupes et algebres de Lie sont ici supposés de dimension finie et I’appellation "unique"
est sous-entendue a isomorphisme pres.

Remarque 2.3. En fait on a grace a I'application exponentielle I'unicité dans le deuxieéme théo-
reme et cette unicité implique immédiatement celle des premier et troisieme théorémes.

On s’intéresse a I’analogue de ces théoréemes pour les groupoides et algébroides de Lie.

Définition 2.30. Une algébroide de Lie A est intégrable si elle est isomorphe a ’algébroide
d’un groupoide de lie G, on dit que G integre A.

On s’attaque d’abord au premier théoreme de Lie qui ne pose pas de grands problemes.

Proposition 2.31. Soit G un groupoide s-connexe, il existe un groupoide G et un morphisme
F:G— G tels que :

— G est s-stmplement connexe

— G et G ont la méme algébroide de Lie

— F est un difféeomorphisme local
De plus G est unique a isomorphisme pres.

Démonstration. On feuillette G par les s-fibres et on prend son groupoide de monodromie (c’est
le groupe de monodromie de G que nous avions évoqué lorsque nous avions décrit celui d’un
feuilletage Mon(G)). On a une projection sur le point de départ des chemins pr: Mon(G) — G
et on prend G = pr_l(G(O)), pr est étale donc G est un groupoide de Lie de méme dimension
que G, il est formé des classes d’homotopie de chemins dans les s-fibres partant de M. ém — Gy
est ainsi le revétement universel et G est s-simplement connexe.

La restriction de la projection donne un morphisme G — Gestun difféomorphisme local et ainsi
on a un isomorphisme AG = AG.

L’unicité découle du deuxiéme théoréme de Lie (qui est bien siir indépendant du premier). [J

Corollaire 2.32 (Premier théoréme de Lie pour les groupoides). Si G, H sont des groupoides de
Lie s-simplement connexes tels que leurs algébroides soient isomorphes AG = AH alors G = H,
i.e. étant donné une algébroide de Lie A il existe au plus un groupoide de Lie intégrant A.

Le deuxieme théoreme de Lie est encore vrai pour les groupoides et algébroides de Lie, sa
démonstration n’est pas tres compliquée non plus mais nécessite un peu de théorie des feuilletages
et des connexions sur les fibrés principaux que nous ne pouvons développer ici, on pourra en
trouver la preuve dans [29].

Proposition 2.33 (Deuxieéme théoréme de Lie pour les groupoides). Soient G, H deux grou-
poides de Lie f: AG — AH un morphisme entre leurs algébroides si G est s-simplement connexe
alors il existe un unique morphisme de groupoides F: G — H qui intégre f, i.e. Fyy = f.

26



Jusqu’ici tout semble bien se passer pour la théorie de Lie groupoides, de plus toutes les
algébroides que nous avons vues semblent avoir un groupoide les intégrant. Ce n’est cependant
pas le cas en général. En effet en 1985 dans [1], Almeida et Molino construisent & partir de
feuilletages, des algébroides de Lie non intégrables, I'idée est (par exemple, ils donnent des
constructions plus générales) de feuilleter un groupe de Lie simplement connexe par un sous-
groupe non fermé. C’est presque 20 ans plus tard en 2003 dans [11] que Crainic et Fernandes
trouvent des conditions nécessaires et suffisantes a l'intégrabilité des algébroides de Lie. Nous
ne les détaillerons pas ici et renvoyons vers leur article.

3 Aspects analytiques des groupoides de Lie

3.1 C*-algébre d’un groupoide

On présente ici la construction de Connes dans le cas du groupoide d’holonomie et sa généra-

lisation par Renault de la C*-algebre d’un groupoide. Cette construction étend a la fois celle pour
les groupes (que l'on retrouve quand le groupoide est un groupe) et les fonctions continues sur
un espace localement compact (lorsque le groupoide est réduit aux objets). On présente d’abord
sa construction via deux approches : les systémes de Haar et le fibré des demies densités. La
premiere est plus générale car peut fonctionner pour des groupoides localement compacts mais
nécessite un choix (de systeme de Haar) ; la seconde est restreinte aux groupoides de Lie mais a
I'avantage d’étre complétement canonique, elle ne permet cependant de définir proprement que
la C*-algebre réduite.
On traitera ensuite de I’équivalence de Morita, propriété usuelle pour les anneaux que nous
adapterons en premier lieu aux C*-algebres ot on a une notion topologique supplémentaire.
On donnera ensuite une notion d’équivalence de Morita pour les groupoides qui induit une
équivalence au niveau des C*-algebres.

3.1.1 Systéme de Haar ou demies-densités

Définition 3.1. Soit G un groupoide localement compact. Un systéme de Haar (a gauche) est

une famille v* := {v”,2 € G¥'} de mesures boréliennes régulicres positives indexée par G
telles que

Support Vz € ‘G supp( Y G*

Invariance Vv € G, L* sO) = () §

VVGG,VfG(fO /f )dv"” 7) /fq/ndy )
Continuité Vf € €°(Q), z — /f n) dv®(n) € €°(G?)

NB. De méme on notera v, pour un systéme de Haar a droite, le support est alors dans les
s-fibres et pour v € G on a la condition d’invariance RJv,(y) = Vy(y)-

Exemple 47. Un systéeme de Haar sur un groupe localement compact vu comme groupoide est
une mesure de Haar (et réciproquement).

Exemple 48. Si G est un groupoide réduit a l’ensemble de ses objets : X, un espace localement
compact. Un systeme de Haar est alors une fonction f € %O(X, RY), le lien entre les deux
ensembles s’obtient par v* = f(x)d,. On voit ainsi l'absence d’unicité car deux mesures non
équivalentes sur un méme espace localement compact peuvent exister.

Remarque 3.1. Soit v* un systéme de Haar & gauche. vy := {i*v”, z € GV} est un systéme de
Haar a droite ou ¢ est 'application inverse du groupoide. On a ainsi une bijection canonique
entre les systemes de Haar a gauche et a droite.
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A\ Contrairement aux mesures de Haar sur les groupes localement compacts, un systeme de Haar
n’existe pas nécessairement (en fait si un tel systéme existe, les applications r, s sont ouvertes, ce
qui n’est pas toujours vrai dans le cas localement compact) et les systéemes de Haar ne sont pas
uniques (& multiplication par une fonction continue pres). Cependant dans le cas des groupoides
de Lie on retrouve ces propriétés et dans le cas général , la C*-algeébre que 'on va construire
ne dépendra du systéme de Haar qu’a équivalence forte de Morita prés (si par contre on prend
deux systémes de Haar équivalents, les C*-algebres seront isomorphes). L’objet d’étude étant
en général la K-théorie de cette C*-algebre, celle-ci étant invariante par équivalence forte de
Morita le choix d’un systéme de Haar n’influe pas sur cette K-théorie.

Définition 3.2. Soit M une variété différentiable, £ — M un fibré vectoriel. Le fibré des
demies-densités est Q/2(E) ot

QY2(E), = {p: ABPE, - C /Yo e APIE, Y e R, p(\w) = [AY2p(v)}

Une trivialisation de A E en donne une de Q'/2(E), le premier étant trivial, le deuxiéme
I’est lui aussi.

Définition 3.3. Pour un groupoide de Lie G on note 02 1e fibré vectoriel donné par

(T°G) ® Q2 (1T7G)

vy € G0N = Qlf? r(7)

s(7)

Ce fibré est lui aussi trivial, un choix de trivialisation (continue) donne un systéme de Haar

et réciproquement tout systéme de Haar s’obtient comme trivialisation continue du fibré 02,
On en déduit :

Proposition 3.4. Si G est un groupoide de Lie alors il posséde un systéme de Haar. De plus
si V®, u® sont deux systémes de Haar alors il existe f € %O(G(O),Ri) tel que

Vo e GO v = f(z)p®

On a un systéeme de Haar naturellement en considérant la mesure de Lebesgue sur les fibres
d’un groupoide de Lie, cependant, la construction de Connes du fibré des demies-densités est
beaucoup plus canonique et ne dépend pas de choix de constantes comme cela pourrait étre le
cas pour la mesure de Lebesgue. Cela implique en particulier que deux C*-algebres associées a
deux systemes de Haar d’un groupoide de Lie seront isomorphes, on a donc plus que I’équivalence
forte de Morita du cas localement compact.

On va maintenant décrire ’approche de Connes pour définir la C*-algeébre réduite du groupoide.
On détaillera I’approche de Renault via les systemes de Haar dans la section suivante en insistant
sur les représentations unitaires des groupoides.

Dans son article [9], Connes définit Pespace € (G, 2'/?) pour le groupoide d’holonomie d’un
feuilletage, dans le cas séparé, il s’agit bien des sections a support compact. Dans le cas non
séparé, Connes donne une autre définition (qui coincide dans le cas séparé).

Définition 3.5. Soit y: U — RY™(&) une carte locale, ¢ € €>°(RY¥™ (@) de support inclus dans
I'image de x, on obtient alors une fonction ¢ o xy sur G en la prolongeant par 0 en dehors de
U. On note €:°(G) l'espace vectoriel engendré par de telles fonctions. On obtient de la méme
maniére un espace 6°(G, QY/?).

A\Cet espace n’est pas stable par produit ponctuel des fonctions. De plus ces fonctions ne sont
pas forcément continues.
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Définition 3.6. On munit €.°(G, Q1/2) d’un produit de convolution et d’un adjoint. Soient
f?g € %COO(G7 91/2)7’7 € G7 on pose

frgly) = / f(1)g(12)

T172=Y
et
ff)=f1
Explicitons ces constructions : supposons que v € G¥, on fixe (v, vy) € ATy Gx A T7,G.

n— f(n)g(n~'y) est alors une 1-densité sur G¥ et peut donc étre intégrée en f * g(7)(ve ® Uy).
Pour I’adjoint on a

Fr (e ® vy) = fF(v)(vy @ vg)
Proposition 3.7. €°(G,QY?) muni de ces deuz opérations est une algébre involutive.

Démonstration. La stabilité se voit en trivialisant le fibré, on est ramené a une convolution
classique de fonctions €;° qui se traite en dérivant sous le signe intégral. On renvoie a article
de Connes [9] pour le cas non séparé. O

On veut en faire une C*-algebre. Pour cela il nous faudrait une norme, I'idée de Connes est
de regarder certaines représentations naturelles sur lesquelles on a une norme et de prendre le
sup de ces normes, la complétion de <50"((;,91/ 2) pour cette norme donnera une C*-algébre
appelée la C*-algebre réduite du groupoide.

Si 2z € G on a une représentation m,: €= — Z(L*(G,)) via

(D)0 = [ jwetn)

ou & est une demi-densité intégrable sur G,. De plus v € G donne une isométrie

L2(Gs(7)) — L2(GT(7)) entrelacant Ts(v) €6 Tp(y)-

Définition 3.8. On pose ||f|lmin := sup ||m(f)ll.2r2(c,)), ¢’est une norme sur E2(G, 0.
z€GO)
On définit alors la C*-algebre réduite du groupoide G' comme

@) = G (G0

red

3.1.2 Représentations unitaires et C*-algébre

Définition 3.9. Un fibré de Hilbert est un triplet (X, K, 1) ot X est un espace topologique a
base dénombrable, séparé localement compact, p est une mesure de Radon sur X et K — X est
un fibré en espaces de Hilbert séparables.

Soit G = G un groupoide localement compact. On supposera dorénavant fixé un systéme
de Haar a gauche \* sur G. Soit u une mesure de Radon sur G on lui associe la mesure sur G

= A%d
V= f(w)

1

Si on pose v~ = i*v on obtient une autre mesure sur G, elle peut d’obtenir de la méme maniére

que v mais via le systéme de Haar & droite associe, \e : 71 = / " Ay dp(u). Enfin on pose
G

V= A @ Ay, du(u)
G(0)

(’est une mesure sur G2,
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Définition 3.10. p est dite quasi-invariante (par Paction de G) si v et v~ ! sont équivalentes.

Dans ce cas, la dérivée de Radon-Nicodym D = —— est appelée fonction modulaire associée.

dv

Comme dans le cas des groupes, la fonction modulaire est un morphisme de groupes, la
preuve est cependant plus complexe et on renvoie pour cela a 'article de Hahn [22].

Proposition 3.11. On pose vy = D2y alors vy est i-invariante.
Démonstration. On a D(z™') = D(z)~! donc

i*vy = DY?i*u
— pl/2,-1
— p-1/2,

O]

De méme, on a vu que G® posséde une structure naturelle de groupoide, on peut donc
construire (v?)~!, on rappelle que l'inversion est donnée par (z,y) — (zy,y*). On pose p la
fonction modulaire de G®). Elle est associée & v via le systéme de Haar (A @ Ay ). On peut
se demander si il y a un lien entre p et D pour simplifier d’éventuels changements de variables
(z,y) — (xy,y~'). La réponse est donnée par Hahn dans [22] via la relation

p(z,y) = D(y) = D(xy)D(x)""
NB. C’est en fait cette relation qui permet de montrer que D est un morphisme de groupes.

On l'utilisera plus tard lorsque I'on induira des *-représentations de ‘5(? (G) via des représen-
tations unitaires de G' qu’il nous faut a présent introduire.

Définition 3.12. Une représentation unitaire de G est la donnée d’un fibré de Hilbert
(G(O),K = {K,,u € G(O)},u) avec p G-quasi invariante et d’un morphisme de groupoides
L: G — Iso(K) mesurable i.e.

— Vu e GO, L(u) = ldg,

— L(x)L(y) = L(xy) v*-pp

— L(z)"' = L(z"") v-pp

— Si¢&,ne LG K, 1) sont des sections L2, z — (L(z)&(s(x)), n(r(z))) est mesurable.

Il reste & expliciter ce qu’est une section mesurable. On se donne pour cela une suite de
sections (fy)n telle que Vm,n,u — (fm(u), fn(u)) soit mesurable et
vu € GO Vect(f,(u),n) = K,. On peut alors supposer la famille (f,) orthonormale et une
section f est alors mesurable ssi Vn, u — (f(u), fn(u)) est mesurable. On obtient alors en utilisant
le produit scalaire des différents espaces de Hilbert un espace LZ(G(O), K, ), c’est un espace de
Hilbert.
De manieére équivalente, on peut définir une représentation de G via :

— Une mesure de Radon p sur G\ quasi-invariante

— Une fonction ¢: GO 5 Nu {+00} mesurable avec ¢ < 1 u-pp et constante le long des

orbites (i.e. por =pos)

— Une application mesurable U telle que U () € Iso(C¥C@)) et U(xy) = U(x)U(y) v*-pp.

On peut inclure les espaces CF les uns dans les autres : on pose

Hy, = {z € *(N) /Vn >k, z, =0} C /*(N)
H(p, @) = {&: GO — (2(N) mesurable /Va, () € Hy)}
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+00
On peut écrire p = Z Li + fyoo avee p; = p(-N@~1(4)), ce sont des mesures boréliennes quasi-
i=1
invariantes et on décompose ainsi la représentation en somme de représentations ot u +— dim(K,,)
est constante. On obtient alors une représentation a valeurs dans L2(G?), 1) ® H ot H est un
espace de Hilbert séparable.

Exemple 49. La représentation réguliere s’obtient en prenant K, = LQ(G“, AY).

On aura besoin de normer ‘560 (G). On met une norme L' a priori, elle ne servira qu’a
déterminer quelles représentations sont continues ou non. On pose donc

[f]lr = max ( sup [ f(y)dA(v), sup [ f(v7T) dAz(v))

2eG0) JGo 2eGO) JG=

Proposition 3.13. Si on se donne une représentation (G(O), K,u, L) de G, on induit une
*_représentation de €°(G) via L en posant, pour £,m € L*(G°, K, u) et f € €2(G)

LNEm) = [ F@)L)E(s(@).n(r(z) dvoe)
De plus deuz représentations équivalentes de G donnent des x-représentations équivalentes de G

Démonstration.

(L)€ )] S/ [F(@)[[[€Cs (@) IIn(r ()] dvo()

< ([ r@liets@? e @) ([ 1@l aw)
< ([ @l [P ([ @l [P d)

< (LA lEN ]

ainsi L(f) € Z(LA(GY 1) @ K) et |[L(f)|| < ||f|l; donc la représentation est continue. On
montre que maintenant L est un morphisme d’algebres involutives, pour cela, on calcule en
premier lieu (L(f % g)&,n) via Fubini et on obtient

[ Fawgly HL@E(s@), @) D) dv(a.y)
On calcule de méme (L(f)L(g)¢,n) et on obtient
[ [ 1@9@) L@ L)), @)D 2() dN(y) dh(a) diw)
On fait alors le changement de variables (x,y) — (zy,y ') la deuxiéme quantité devient
[ H@ngly HL@EE W), a6 @) DY@ v e.y)

on conclue alors en utilisant que (x,y) € G? o s(z) = r(y) et en prenant &, n quelconques que
L(f *g) = L(f)L(g). Il reste enfin & vérifier la compatibilité avec 1’adjoint :

g = [ FaHL@E(s(@).n(r(@) du(z)
= [T@HL@) ¢l (@), n(s(@)) duo(e)
= [T@et @), Lwm(s(a) dw(a)
= (& L(m
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et donc L(f*) = L(f)" et L est une *-représentation.
On doit maintenant montrer que deux G-représentations unitaires équivalentes induites des

*_représentations équivalentes. Supposons que (u, K, L) et (u', K', L") soient deux représenta-
/

tions unitaires de G équivalentes. u et 1/ sont équivalentes, on prend donc g = d—'u et ®: K — K’
i

qui entrelace L et L'. A un vecteur ¢ € L2(G(O),K, u) on associe & € LQ(G(O),K',,L/) via
€' (u) = g Y2 (u)®(u)€(u) alors on va montrer que & — & est une isométrie qui entrelace les
deux *-représentations, le caractére isométrique étant clair, il suffit de montrer I’entrelacement.
On note D, D’ les fonctions modulaires respectives de u, i, on a alors la relation

D'(z) = g(r(x))D(x)(g(s(2))) " & — pp

et donc d’un coté
L) = [ @) L@)E(s(@) D2 (@) dN (@)

et de l'autre

= (L(£)8)'(u)

Définition 3.14. On définit les normes max et min sur €°(G) via

[fllmax = sup  [[«(f)]

7 *-rep bornée

[ fllmin = sup [|7*(f)ll 2(L2a=))
2€G(0)

et leurs complétés respectifs donnent les C*-algébres pleines et réduites du groupoide

Remarque 3.2. Ces algebres dépendent a priori du choix de systeme de Haar que I'on a fait. On
verra cependant que ce n’est le cas qu’a équivalence de Morita forte prés (voir ci-dessous) ce qui
n’influe donc pas quand on regarde leur K, K K-théorie.

NB. Dans le cas des groupoides de Lie on obtient la méme C*-algebre qu’avec les demies densités.
En effet, on passe de €>°(G, 2'/?) 4 €>°(G) en trivialisant le fibré et on obtient la méme algebre
car €°(G) est dense dans €°(G) pour la norme L?de la représentation régulicre.

Théoréme 3.15 (Renault). Toute *-représentation de €°(G) provient d’une G-représentation
unitaire et les équivalences sont préservées, dit autrement l’application de représentation induite
est une équivalence entre la catégorie des G-représentations unitaires a équivalence pres et celle
des *-représentations de €°(G) d équivalence prés.

On ne rentrera pas dans le détail de cette preuve que l'on peut trouver dans le livre de
Renault [35] avec une hypothese technique supplémentaire (qui est en fait vérifiée pour notre
définition de groupoide localement compact) ou dans le livre de Paterson [34].
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Corollaire 3.16. Soit X un espace topologique d base dénombrable localement compact séparé,
G = X x X =3 X le groupoide des paires, on le munit d’un systeme de Haar induit par une
mesure p sur X alors

C*(G) = C}(G) = K(L*(X, )
Démonstration. On réalise C*(G) sur un espace de Hilbert et la *-représentation canonique
€2(G) — C*(G) est alors induite par une G-représentation unitaire (s, {H,}, L). Le groupoide
est transitif donc Vu,v € G(O), H, = H, et on peut donc considérer I’algebre comme agissant sur
LG, k) ® H. Soit v la mesure sur G induite par x, on a v =k X g et v " = p X K, puisque
par hypothése v ~ v~1 on en déduit que k ~ p et on peut ainsi supposer x = p.
Soit ¢ € L*(X, ) ® H, on a

LPE@) = [ fa )iz, y)é) duty)

= [ 1@y Lia.wo) Lz () duly)
Ainsi si on pose T¢(y) = L(zo,y)¢(y) alors T est un unitaire de L*(X, ) ® H et si on pose
L =TLT™! on obtient que C*(G) est aussi généré par L(€2(G)) et
L(f)é(z) = / f(z,y)&(y) du(y), 'image est donc constituée des opérateurs a noyau qui sont
X

dense dans les compacts et on obtient le résultat. Le méme raisonnement s’applique pour la
réduite. m

Exemple 50. Si G est un groupe on retrouve les C*-algébres pleines et réduites usuelles.

Exemple 51. Si G = (X = X) alors C*(GQ) = C(G) = €)(G) (on retrouve le théoréme de
Gelfand)

Exemple 52. Si G = (E — M) est un fibré vectoriel alors on obtient via la transformée de
Fourier C*(G) = €3 (E*)

Exemple 53. Si7: M — B est une submersion surjective, on regarde le groupoide
M xg M = M alors un raisonnement similaire a celui pour le groupoide des paires domne

C*(M xp M) = C}(M xp M) = ¢°(B, K(L*(X, 1))

Proposition 3.17. Soit U € GO un owvert saturé (i.e. G-stable, U = (s~ (U)) = s(r"1(U)))
alors on a la suite exacte

00— C*(Gy) —— C*(G) —== C*(Gy) —= 0
ou F est le complémentaire de U

Démonstration. Une fonction continue a support compact sur U s’étend par 0 sur F. O

ACette fonctorialité n’est pas valable pour la CJ, c’est une difficulté par exemple pour la
conjecture de Baum-Connes car un des cotés de la conjecture est fonctoriel et 'autre non et on
sait que la conjecture est fausse pour la C*-algebre pleine a cause de la propriété (T') (probleme
déja valable pour le cas des groupes)
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3.1.3 Equivalence de Morita

Pour les anneaux

Définition 3.18. Soient A, B deux anneaux, ils sont équivalents au sens de Morita si il existe
un (A4, B)-bimodule sMp tel que
— M est un A-module fidele projectif de type fini
— M est un B-module fideéle et cette structure de module induit 'isomorphisme
B = Ends (M)

Cette définition est symétrique en A et B. On peut en donner une version équivalente, plus
éclairante sur le sens de cette équivalence.

Proposition 3.19.

B — mod — A — mod
P~ M@gP

est une équivalence de catégories
En fait une telle équivalence de catégories est équivalente a une équivalence de Morita.
Exemple 54. Si R = R’ alors R ~por R'. R ~por Myu(R),Vn.

L’équivalence de Morita préserve certaines propriétés comme le fait d’étre simple, semi-
simple, noethérien, artinien mais certaines comme le fait d’étre commutatif, local ou integre ne
sont pas conservées. On renvoie vers [28] pour une présentation plus détaillée.

Proposition 3.20. Si A et B sont deur anneauxr Morita-équivalents alors leurs catégories de
modules projectifs sont équivalentes

Cette proposition est importante car la K-théorie se construit a partir des modules projectifs,
I’équivalence de Morita est donc une condition permettant d’avoir des isomorphismes en K-
théorie.

Pour les C*-algébres

Définition 3.21. Un module hermitien sur une C*-algébre A est un espace de Hilbert sur lequel
A agit (i.e. on a un *-homomorphisme A — Z(H)). On dit que deux C*-algebres A, B sont
équivalentes au sens de Morita si leurs catégories de modules hermitiens sont équivalentes via
un foncteur préservant les adjoints.

Cette notion n’est cependant pas assez fine dans le cas des C*-algebres et serait plus adaptée
pour des algebres de Von-Neumann.

Définition 3.22. Un module préhilbertien (ou pré-C*-module) sur une C*-algebre A est un A-
module & droite E avec une forme (+,-)4: E X E — A sesquilinéaire définie positive (au sens des

éléments positifs de A) tel que (z,y-a)4 = (z,y)4-a, on munit E de la norme ||z|| = +/||(x, z) 4.
Le module est dit hilbertien (on parle aussi de C*-module) si il est complet pour cette norme.

Les morphismes entre deux modules hilbertien sont les applications A-linéaires continues
possédant un adjoint.
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Définition 3.23. Deux C*-algebres A, B sont fortement Morita équivalentes si il existe un
(A, B)-bimodule X qui est un A-module hilbertien & gauche et un B-module hilbertien a droite
et qu’on a de plus

— Vz,y,z € X, (x,y)az = 2(y,2)B

— Vect((X,X)a) = A, Vect((X, X)) = B

Théoréme 3.24 (Rieffel). Si X est un (A, B)-bimodule d’équivalence alors E — X ®@p E est
une équivalence entre les catégories de A-modules hermitiens et ceur des B-modules hermitiens.

En particulier une équivalence forte de Morita induit une équivalence de Morita.

Théoréme 3.25 (Brown,Green,Rieffel). Si A et B sont des C*-algébres séparables ou unitaires
(on veut une unité approchée dénombrable) alors elles sont fortement Morita-équivalentes si
et seulement si elles sont stablement équivalentes i.e. AR K = B R K ou K est l'algébre des
opérateurs compacts d’un espace de Hilbert séparable.

Ce théoreme nous permet ainsi d’obtenir les résultats que nous voulions, & savoir des isomor-
phismes en K-théorie et K K-théorie (mais aussi en E-théorie), ces théories étant invariantes
par stables équivalences.

Pour les groupoides On va maintenant décrire la notion de bimodule pour des paires de
groupoides et montrer comment cette notion d’équivalence de Morita entre groupoides induit
une équivalence forte de Morita au niveau des C*-algebres.

Définition 3.26. Soit G un groupoide localement compact. Un G-fibré a gauche est un espace
P sur lequel G agit a gauche et une submersion surjective G-invariante 7: P — B. 1l est dit
principal si "application

GXG(o)P—>PXﬂ—P
(9,p) = (gp; D)

est un homéomorphisme (difféomorphisme dans le cas lisse). On peut résumer les G-fibrés a
gauche par le diagramme —
G P

Gi“)) /]\l/[ﬂ

Définition 3.27. Soient G, H deux groupoides (localement compacts), une équivalence de Mo-
rita entre G et H est la donnée d'un (G, H)-bifibré principal, i.e. on a un espace topologique
P avec des applications continues a: P — GO faisant de P un G-fibré principal & gauche et
8: P — H ©) en faisant un H-fibré principal & droite et les deux actions commutent. On le

résume via le diagramme PN
G P H
NN
G HO

Puisque les deux actions commutent et que les fibrés sont principaux on a les isomorphismes
de groupoides

*Oé*(G) =P X (0 G X (0 P=P X (0 P X g (0) xP=P X g (0) H X 7 (0) P = *ﬁ*(H)

Exemple 55. Si G = H alors ils sont équivalents au sens de Morita. Un bifibré d’équivalence
est donné par le graphe de ’isomorphisme avec la projection sur chaque facteur
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Exemple 56. Deuz groupes localement compacts vus comme groupoides sont Morita équivalents
st et seulement si ils sont isomorphes.

Exemple 57. Soit G un groupoide, ¢o: M — GO yne application ouverte surjective, alors
G X o) M induit une équivalence de Morita entre G et "o*(G). Cela montre que [’équivalence
de Morita est trés différente d’un isomorphisme car un groupoide et son tiré en arriére sont
rarement isomorphes (p n’a aucune raison d’étre injective) mais toujours Morita équivalents.

Exemple 58. Si (M, F) est feuilletée et N C M est une sous-variété transverse au feuilletage
rencontrant toutes les feuilles. Alors Hol(M,F) et Hol(M,F)YN sont Morita-équivalents via
Gy . Plus généralement si G est une groupoide de Lie et N C GO est une sous-variété fermée
rencontrant transversalement toutes les orbites alors G induit une équivalence de Morita entre
G et G%. En particulier st G est transitif il est Morita-équivalent au groupe d’isotropie de
n’importe laquelle de ses unités.

En fait I’équivalence de Morita pour les groupoides, a l'instar de celle pour les anneaux, ne
voit pas de nombreuses propriétés des groupoides. Elle est en revanche relativement fidele de la
géométrie transverse du groupoide :

Proposition 3.28. Si P réalise une équivalence de Morita entre les groupoides G et H alors

: , . . cO® L g0
— 1l existe un homéomorphisme entre les orbites @: e b JH

— 11 existe des isomorphismes ¢: G% = Hfj pour tous les (z,y) € GO x HO ges que
P(0;) = O,

Démonstration. Soit x € G(O), 04_1(3:) est une H-orbite et elle se projette donc via [ sur une
H-orbite (™' (z)) de H®), cette orbite ne change pas si on prend un autre élément de la méme
G-orbite de G car « est G-équivariante et 8 est G-invariant. On a ainsi construit ® et elle est
clairement bijective, les roles de G et H étant symétriques. C’est de plus un homéomorphisme
car les ouverts bi-invariants de P correspondent aux ouverts invariants de G et H donc on a la
continuité.

Prenons & présent z € G0,y € HO), ®(0,) = Oy. Soit alors p € P tel que ap) =z, B(p) = v,
il induit alors un isomorphisme ¢,: G — H,/ déterminé par la relation gp = pe,(g). O

Supposons que P induise une équivalence de Morita entre G et H. On construit un groupoide
L= GO UuHO de sorte que ngg; = G,Lgig; =H, Lg((g)) =P.Onpose L=GUPUP'UH
(P_1 désigne une copie de P ou les actions de G et H sont inversées), les applications de structure
sont claires sur G, H, décrivons ce qu’il se passe avec les éléments de P et P~1. Soit £ € P, sa
source est a(€) et son but B(€) si on voit & € P71 il faut inverser la source et le but. On peut
composer £ € P a la source par un élément de G via la structure de G-espace a gauche et au but
par des éléments de H, de méme pour P~!. L’inverse d'un élément & € P est le méme élément vu
comme appartenant & P! L’associativité provient du fait que les deux actions commutent. Du
fait que le fibré soit principal pour les deux groupoides, on en déduit que, si z € G0, a~(z) est
une H-orbite et donc il existe une fleche de x vers tous les éléments de la H-orbite (o' (x)), si
on prend un gz avec g € G alors a ' (gz) = ga~!(x) et donc cet élément est encore envoyé sur
les éléments de B(a~!(x)). Le groupoide L consiste donc & rajouter des fleches entre les orbites
de G et H s’intersectant dans P.

On peut ainsi donner une définition équivalente de I’équivalence de Morita :
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Proposition 3.29. Les groupoides G, H sont Morita équivalents si et seulement si il existe
L=GOUHO ¢ que

(0)
H(©)
N LH(O) -1 (0) (0)
0 0
— VYyeL,3Ine Lg<0) U Lg(o), (v,m) € L®

Démonstration. On a construit le groupoide en question. Si on se donne un tel groupoide alors
P= Lg((g; est un bi-fibré induisant une équivalence de Morita entre G et H O

Proposition 3.30. Si G, H sont Morita-équivalents alors leurs catégories d’espaces a gauche
(ou droite) sont équivalentes.

Démonstration. On fait comme dans le cas des anneaux mais le produit tensoriel est remplacé
par un produit fibré. ]

Théoréme 3.31 (Muhly,Renault,Williams). Soient (G, \*), (H,n®) deuzx groupoides localement
compacts avec systemes de Haar. Alors les C*-algébres C*(G; \*),C*(H,n®) issues de ces sys-
temes de Haar sont fortement Morita-équivalentes.

Corollaire 3.32. La C*-algébre d’un groupoide ne dépend du systéme de Haar choisi qu’d
équivalence forte de Morita preés.

3.2 Calcul pseudo-différentiel sur un groupoide

Le but de cette section est de décrire le calcul pseudo-différentiel naturellement associé a un
groupoide de Lie et de montrer comment il permet de retrouver des calculs pseudo-différentiels
usuels. Ce calcul a été introduit par Connes dans le cas du groupoide d’holonomie d’un feuilletage
pour développer le calcul longitudinal [10]. II par la suite permis de retrouver le b-calcul de
Melrose des variétés a bords et a coins (voir Monthubert [31]), les variétés a singularités coniques
(Debord, Lescure [12]; Debord, Lescure, Nistor [15]), les variétés stratifiées (Debord, Lescure
[14]), les variétés a coins fibrés (Debord, Lescure, Rochon [16])... Il a été développé en toute
généralité de maniére indépendante par Nistor, Weinstein, Xu dans [33] et Monthubert, Pierrot
dans [32] comme familles d’opérateurs pseudo-différentiels sur les s-fibres G-invariantes. On
leur préférera un point de vue plus récent, simple d’acces et naturel basé sur les distributions
conormales a ’espace des unités développé par Lescure, Manchon, Vassout dans [24] et Lescure,
Vassout dans [25] que nous étudieront en premier lieu. On montre ensuite comment se point de
vue permet de retrouver le calcul pseudo-différentiel usuel sur une variété et on le développe
enfin sur un groupoide de Lie quelconque. On renvoie pour les preuves aux articles [24, 25].

3.2.1 Distributions conormales

Définition 3.33. Soit M une variété, une distribution sur M est une forme linéaire continue
sur €.°(M) i.e. c’est une application linéaire x: €°°(M) — C telle que
— Si M est compacte, il existe k > 0 tel que y € (€%(M))
— Si M n’est pas compacte, pour tout compact K C M il existe k > 0 tel que
X € (€%(M,K)) ot €*(M, K) désigne I'espace des fonctions €* sur M nulles sur le
complémentaire de K

C’est la méme définition que pour les distributions usuelles sur R”, on a comme dans R" la
notion de support.

Définition 3.34. Le support d’une distribution x est le complémentaire du plus grand ouvert
U tel que si f € €.°(M) telle que supp(f) C U alors x(f) = 0.
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Exemple 59. Fizons une forme volume dx sur M alors €*(M) < (€>°(M))" via Ty ot

9)= [ f@g()de

En fait cette injection, avec la proposition suivante, permettent de donner du sens a 'appel-
lation pour les distributions de "fonctions généralisées".

Proposition 3.35. Toute distribution est limite d’une suite (généralisée) de fonctions €

Définition 3.36. Le support singulier d’une distribution est le complémentaire du plus grand
ouvert sur lequel la distribution s’écrit comme une fonction °.

On repasse provisoirement dans R"™. Un opérateur différentiel s’écrit comme somme finie

oo e
D= 0%, 0% = LY
za: ! Ox* ozn"

. On peut utiliser la transformée de Fourier et écrire

Dy(a) = o [ 9P, €)(6) ¢

ou

= 3 fal) i) - i)™

P est appelé le symbole (total) de 'opérateur, c’est une fonction lisse en x et polynomiale en
£. On pourrait prendre une classe plus large de symboles et garder du sens pour la définition
de opérateur. C’est notamment utile lorsque 1’on essaie d’inverser un opérateur différentiel, le
symbole inverse ne sera plus polynomiale et il faut donc pouvoir donner du sens a l'opérateur.

Définition 3.37. Un symbole d’ordre m sur R" est une fonction a: R" x R" — C telle qu’on
ait le développement asymptotique pour £ grand

+o0
€) ~ Y am-i(z,€)
k=0

ol ay, est homogeéne d’ordre k lisse sur R x R™ \ (R" x {0}). On note S™(R" x R") 'espace des
symboles d’ordre m.

NB. L’équivalent signifie que pour tout k& € N, tout compact K C R" et tous multi-indices
a,f €N on a

sup [|&]™F1P0207 Ry, €)] < +o0
zeK,||¢]|I>1

ou Ri(x,&) = a(x, &) — Zamjxf

Définition 3.38. Si a est un symbole d’ordre m, on lui associe 'opérateur pseudo-différentiel

P o (o g [, @ 9ate (6 e

Le symbole principal est 0, (P,) = o (a) = am.
On a P,: €°(R") = ¢ (R") (mais 'opérateur n’est pas continu).

On peut écrire P,(f) = lim PE(f) = RETOO /]R“ ar(z,y)f(y)dy ou

an(z,y) = ple-sd) <a: §) de.
<R
Ainsi, formellement dp n —J>r a avec a(z,y) = / @98 gz, €) dE. Cest une distribution dont
—r+00 R
le support singulier est inclus dans la diagonale Agrn = {(z,z),z € R"}.
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Définition 3.39. Une distribution conormale & la diagonale dgr est une distribution de la forme

A

a .

On considere a présent un fibré vectoriel E — M et on voit M C E via la section nulle. On
veut mimer la situation précédente que 'on peut voir comme le fibré vectoriel R” x R" — R",
on aurait d’ailleurs pu prendre des dimensions différentes et prendre un ouvert de R™ pour les
T.

Définition 3.40. Un symbole sur £ d’ordre m est une famille de symboles d’ordre m sur
(Ey)zen i-e. c’est une fonction lisse a: E* — C avec le développement asymptotique

+o0
CL(.T, 6) ~ Z am_k(ﬂf, é‘)
k=0

ol a;j est lisse sur E*\ M homogene de degré j.

NB. Le ~ se traite en coordonnées locales ot £ — M devient un R? x R" — R"
On obtient ainsi une distribution sur E lisse en dehors de M via

1

a: f— (27r)rg(E)/E* a(z,&)f(x, &) d(z,€)

ot fla,€) = [ e f(au) du

T

Définition 3.41. Une distribution conormale sur E est une distribution de la forme a.

On peut a présent parler de distribution conormale a une sous-variété sur une variété. On
se donne une variété M et une sous-variété V. C M. Soit : N{y = U C M un voisinage
tubulaire. On prend @ une distribution conormale sur N et x € €°°(M). On obtient alors une
distribution kq := @«(@) + k sur M.

k() = [ s s@)ay + | R / oy, 0 0 el dud(2.)

Définition 3.42. Une telle distribution est dite conormale & V' sur M (on I’a ici prise a support
compact, on peut enlever cette restriction enlevant I’hypothése de support compact sur k). De
maniere équivalente, une distribution sur M est conormale & V' si son support singulier est inclus
dans V et de la forme a o ¢ au voisinage de V. On note Z(M, V') I'espace de ces distributions.
On note Z™(M, V') celles d’ordre m et Z.(M, V') si on rajoute I'hypothese de support compact.

Proposition 3.43. Cette définition ne dépend pas du choix de voisinage tubulaire. Si 1,2
sont deux choix de voisinage tubulaire et que ai est un symbole sur (N‘]}/[)* alors il existe un
autre symbole as tel que dj o <p1_1 = a9y og02_1 au voisinage de V. De plus a1 et da ont alors méme
symbole principal.

Définition 3.44. Avec les mémes notations le symbole principal de k, est oy, (kq) = am

Proposition 3.45. On a la suite exacte
0—=I (M, V) —= I (M, V) —F G (NP) \ V) —=0

ol 6> désigne les fonctions lisses homogénes de degré m.
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3.2.2 Opérateurs pseudo-différentiels sur une variété

On a donné la construction des opérateurs pseudo-différentiels sur R™, on peut 'adapter pour
les définir sur un ouvert de R™. La définition usuelle d’opérateurs pseudo-différentiels sur une
variété repose sur le fait que les opérateurs pseudo-différentiels reposent sur le bon comportement
des opérateurs pseudo-différentiels via les difféomorphismes. On peut alors les définir en carte
locale sur des variétés et les recoller. On va en donner une construction équivalente via les
distributions conormales qui va nous permettre de généraliser la construction aux groupoides.

Définition 3.46. Un opérateur pseudo-différentiel P sur une variété M est 'opérateur de
convolution associé a une distribution conormale x € Z(M x M, Ayy) i.e. si f € €°°(M) on a

PU@) =x* @) = [ x@.u)fw)dy

On définit le symbole principal de 'opérateur comme le symbole principal de la distribution
conormale.

A\ Usuellement, la convolution d’une distribution par une fonction donne une distribution
(x*f)(9) = x(f®g). On affirme ici que la distribution obtenue si x est conormale a la diagonale
est €°°. On verra dans le cas des groupoides d’ou vient ce résultat.

Proposition 3.47. Soient Pi, Py des opérateurs pseudo-différentiels associés a des distribution
conormales x1, x2 alors :
— La composition Py Py est opérateur pseudo-différentiel associé a x1 * x2 (qui est bien
définie) et de symbole principal o(PyPs) = o(P1)o(P2)
— L’opérateur adjoint Py est un opérateur pseudo-différentiel de symbole principal
o(Pf) = o(Py)"
— Un opérateur d’ordre négatif s’étend en un opérateur continu de LZ(M)
— Si de plus lordre est strictement négatif l'opérateur est de plus compact

Corollaire 3.48. Si on note ¥*(M) l'adhérence des opérateurs d’ordre négatif dans
ZL(L*(M)) alors on a la suite ezacte

00— K(L*(M)) —= U*(M) —=C%(S*M) ——=0

ou S*M est le fibré en sphéres associé a T*M.

Remarque 3.3. On veut pouvoir étendre la définition pour des opérateurs pseudo-différentiels
entre fibré vectoriels E, ' — M ce qui est utile dans de nombreuses situations géométriques
(opérateurs de Dirac, K-homologie...). On étend d’abord pour des fibrés triviaux en prenant des
fibrés triviaux grace a des matrices d’opérateurs pseudo-différentiels. Si E — M est un fibré
vectoriel alors il existe un fibré E’ tel que E @ E’ est trivial. On prend alors pr un projecteur
orthogonal sur E et de méme on a un projecteur pp. Un opérateur pseudo-différentiel entre
et F' est alors une matrice d’opérateurs pseudo-différentiels P telle que P = prp Ppg.
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3.2.3 Opérateurs pseudo-différentiels sur un groupoide

On veut étendre la construction précédente a un groupoide de Lie et la retrouver en prenant
M x M = M. On veut donc définir la convolution d’une fonction par une distribution conormale
aux unités et, pour pouvoir composer des opérateurs pseudo-différentiels, il faut aussi faire la
convolution de deux distributions conormales.
On pose p;: G? = G les projections sur les deux facteurs et m: G? 5 Gla multiplication du
groupoide. Si f1, fo € €.°(G) on a

f1x fa = mi(pi(f1) - p3(f2))

ou p; (f) = f op; et my est l'intégration le long des fibres

m(Ne) = [ f@.8)ae.s)

Si on veut étendre cette idée aux distributions conormales il faut pouvoir : les tirer en arriére,
les pousser en avant et les multiplier point a point.

Poussé en avant Soit p: M — M’ lisse, on a une application ¢*: €°(M’) — €*°(M) et
donc par dualité ¢.: (€°(M)) — (€>°(M')) i.e.

X (f) = x(0"(f))

Si V' C M est une sous-variété, qu’on suppose que ¢ est une submersion et un difféomorphisme
quand restreint a V alors si x € Z' (M, V), ¢.(x) € € (M).

En effet on peut se restreindre & un voisinage de V dans M et alors voir o: M — M’ =V
comme un fibré vectoriel. Soit alors x = @ o a est un symbole sur M* alors @ = (G )zcy €t

p-00U) = [ f@)aa(1)do
= / f(x)a(z,0)dz
v
Donc ¢.(x) = a(+,0) est €

Tiré en arriére Soit p: M’ — M une submersion. On a l’application d’intégration le long des
fibres
pr: CO(M') — €2°(M)

On a une application duale sur les distributions notée p', p!(X)(f) = x(p1(f)). Dans le cas ou la
distribution est une fonction €°, p! coincide avec le tiré en arriére usuel p*.

On se donne en plus V C M une sous-variété et V' = p~1(V) est ainsi une sous-variété (p est
supposée submersive).

Proposition 3.49. Si xy € I™(M,V) alors p'(x) € Z(M', V') et via Uidentification
Ny7 = p*(NY) on a
|
om(p'x) = om(x) o p

Démonstration. 11 suffit de se ramener au cas o M est un fibré vectoriel sur V et M’ un fibré
sur V', pullback de M, ce qu’on fait en se placant au voisinage de V. O
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Produit de distributions conormales De maniére générale, un produit de distributions
est mal défini. Si 'une des deux distributions est une fonction €°° le produit ponctuel est bien
défini. On peut donc d’ores et déja définir les opérateurs pseudo-différentiels sur un groupoide.

Proposition 3.50. Six € Z.(G,G) et f € €°(Q) alors x * f = m.(pL(x)P5(f)) € €=(G)

NB. De méme on peut définir I'opérateur de convolution a droite f — f * x, de cette maniere
les distributions conormales apparaissent comme des multiplicateurs de €.°(G)

Définition 3.51. Un opérateur pseudo-différentiel sur un groupoide G est 'opérateur de convo-
lution(a gauche ou a droite) par une distribution conormale & GO,

Lemme 3.52. Soit M une variété, Vi,Vo C M des sous-variétés fermées transverses,

X1 € T8 (M, V1), x2 € I2(M, Va) alors la distribution x1xo est bien définie. Si de plus x1xo est
a support compact et m: M — M’ est une submersion telle que Vi,m: V; = M’ alors
ma(x1x2) € ZOT2(M',m(Vi N Va)) et sous les identifications

M ~ pV
(Nvl )|V1QV2 = NVfﬁVQ
M ~ 1%
(NVQ )|V1QV2 = NvllﬂVQ
Vi ~ arM’
NVﬂTVQ = Nm(VlﬂVQ)
alors a(m«(x1x2)) = o(x1)o(x2)

Ainsi si on se donne x1 € ZH(G, GV, xo € T2(G,G©) on prend M = G?| les variétés
Vi = pi_l(G(o)) sont transverses et isomorphes a G sous m: G — G. On pose Q; = p;(xz) alors
par le lemme ()12 est bien défini et donc

X1 % X2 = ma(py (x1)ph(x2)) € Z8H2(G,G©)

On peut ainsi définir la composition de deux opérateurs pseudo-différentiels et

oo+, (X1 * X2) = 00, (X1) 00, (X2)

Définition 3.53. Si ¢ est 'application d’inversion du groupoide G alors I’adjoint de
X € TG, GY) est X" = i(X) € (G, GY) et om(x") = om ()"

Proposition 3.54. Si y € Z.(G, G est d’ordre strictement négatif, il définit un élément de
C*(@Q).

St x est d’ordre négatif f— x* f et f — fxx s’étendent en des applications linéaires continues
sur C*(G) ainsi si on note ¥*(G) 'adhérence dans £ (C*(Q)) de ces opérateurs on a

U*(G) C M(C*(G)) et la suite exacte

0—= C*(G) — U*(G) —%CO(S* AG) —0

Cette suite exacte est particulierement utile pour définir I'indice analytique via la suite exacte
longue en K-théorie, ce que nous ne feront pas ici.
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4 Groupoides de déformation

Définition 4.1. Un groupoide de déformation est un groupoide de Lie de la forme
G1x]0;1] UGy x {0} = M x [0;1]

Ces groupoides ont une grande importance en géométrie non commutative, le groupoide
tangent de Connes est 'un d’entre eux et a permis a Connes de donner une preuve simple
du théoréeme de l'indice (voir [8]) en définissant notamment l'indice analytique sans utiliser
d’opérateurs pseudo-différentiels, plus généralement Debord et Skandalis ont montré dans [17]
qu’un opérateur pseudo-différentiel sur un groupoide G peut s’exprimer a ’aide d’une intégrale
d’un opérateur régularisant sur le groupoide adiabatique G,q associé (qui est un groupoide de
déformation).

Si G est un groupoide de déformation on a la suite exacte

0 ——= C*(G1 x]0; 1]) —= C*(G) —= C*(G) —=0

ce qui permet d’obtenir des informations sur G ou de créer des isomorphismes en K-théorie
(si par exemple une des deux C*-algebre est contractile). On peut par exemple utiliser de tels
groupoides pour définir sans utiliser d’opérateurs pseudo-différentiels I'indice analytique en K-
théorie. Ce genre de constructions nécessite cependant des outils de K-théorie des C*-algebres
que nous ne pouvons développer ici. Nous nous intéresseront donc aux outils géométriques pour
construire de tels groupoides de déformation avec comme objectif la construction du groupoide
du calcul inhomogene dans la cinquiéme section. Les outils principaux sont les déformations
au cone normal et les éclatements tres utilisés en géométrie algébrique et dont nous étudieront
les constructions générales ainsi que leur fonctorialité pour pouvoir ensuite les appliquer a des
groupoides et nous assurer d’avoir des applications de structures lisses a l'arrivée. Cela nous
permettra aussi de déterminer simplement les algébroides de ces nouveaux groupoides et de
conserver des équivalences de Morita.

4.1 Fibré normal

On commence doucement avec un objet que nous avons déja utilisé, le fibré normal. On en
rappelle la propriété de fonctorialité :

Proposition 4.2 (Fonctorialité). Soient M, M’ des variétés, V.C M,V' C M’ des sous-variétés
immergées f: M — M’ telle que f(V) C V' et f||“// est lisse alors f induit Uapplication lisse

N(f): N — NM
(@,8) = (f(z),df(2)(€))

De plus N(f) est
— Une submersion ssi f et f||“// sont des submersions

— Une immersion ssi f est une immersion et Yv € VT,V = df(v)_l(Tf(,U)V')

Proposition 4.3 (Transversalité). Soient My, Mo, M des variétés lisses, V; C M;, V. C M des
sous-variétés immergées, f;: M; — M des applications lisses telles que

i) fi(Vi) CV

1) f1, fa sont transverses

Vv

i11) fl‘vl, 2\Vs sont transverses
Alors N(f1) et N(fa2) sont transverses et l'application naturelle

My X py Mo My Mo
NV1><VV2 — NV1 XN‘JyI NV2
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Corollaire 4.4. Si G est un groupoide de Lie, H C G un sous-groupoide de Lie. Alors
Ng = Nﬁﬁﬁi est un groupoide de Lie pour Ns, Nr. Son algébroide est A(Ng) = Nj‘g

On profite de cette section un peu courte pour introduire le concept de VB-groupoide (vector
bundle groupoid)

Définition 4.5. Un VB-groupoide (2, G, E, M) est

0—">¢
Eﬂ'

s M
ot Q5 G et ES M sont des fibrés vectoriels et Q = E et G = M des groupoides de Lie tels
que les applications de structure sont des morphismes de fibrés vectoriels et la "double source'
(m,8): Q — G X F est une submersion surjective.

_

Exemple 60. Si G = M est un groupoide de Lie alors (TG,G,TM,M) est un VB-groupoide.

Proposition 4.6. Soit G un groupoide de Lie, H C G un sous-groupoide de Lie.
(NIC{",H7 gﬁﬁ;,H(O)) est un VB-groupoide.
De plus si K C H est un sous-groupoide alors (N%K, K, Nggg;‘K(0>,K(0)) est un VB-groupoide.

On notera N g dans ce cas pour préciser la structure de groupoide.

Exemple 61. Soit G un groupoide de Lie, L C GO une sous-variété. On a Nf = NE(O) +
ker(ds)|, d’ou comme ker(ds) = AG,

NE = NEY = {(X,v,2) e NE” x AG x NE" /2 = X +p(¥)}

avec les applications
— s(X,)Y,2)=2Z
—rX,Y,2)=X
— (X,Y,2)-(Z2,Y',Z") = (X, Y +Y', Z')
— u(X) = (X,0,X)
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4.2 Déformation au coéne normal

Définition 4.7. Soit M une variété, V une sous-variété immergée. La déformation au cone
normal de M le long de V est

DNC(M,V) := M x R* U N¥ x {0}

On le munit d’une structure lisse en le recouvrant par les ensembles :
— M x R*
— (N x R* U N x {0} ot ¢: N{¥ — M est un voisinage tubulaire.

Il faut plus précisément prendre un ouvert de N‘]}/l contenant la section nulle pour avoir un
voisinage tubulaire, prenons ¢: U’ C N‘]y — U C M un difféomorphisme entre des voisinages
respectifs de la section nulle et de la sous-variété V. On pose alors
Q' = {((z,6),\) € N¥ xR /(x,\) € U'}. La structure lisse sur ¢(N¥) x R* U N x {0}
s’obtient alors en demandant & ce que ®: ' — d(N{¥) x R* U N} x {0} définie par
O(x,6,A) = (P(x,XE),A) si A # 0 et &(x,£,0) = (x,£0) sinon soit un difféomorphisme sur un
ouvert de ¢p(N¥) x R* LI NP x {0}.

La structure lisse sur DNC(M, V) s’obtient donc en recollant M x R* et ' via ® que l'on
restreint en un difféomorphisme entre Q' N (N x R*) et U NR*.

Remarque 4.1. On peut caractériser autrement la structure lisse de DNC(M, V') en disant que
m: DNC(M,V) — M xR
(x,t) = (x,1)
(2,€,0) = (z,0)

est lisse et si f: M — R s’annule sur V alors

fie. DNC(M,V) = R

(2,€,0) — df(z)(§)
est lisse. En particulier on voit via cette description que la structure lisse ne dépend pas du choix
de voisinage tubulaire de V.

On a une action de R* sur DNC(M, V') par
— u - (x,t) = (x,ut)

1
— u- (ZL‘,&,O) = (ZE7 5570)
Proposition 4.8 (Fonctorialité). Soient M, M’ des variétés, V.C M,V' C M’ des sous-variétés
immergées f: M — M’ telle que f(V) C V' et f||€,/ est lisse alors f induit 'application lisse
DNC(f): DNC(M,V) — DNC(M', V")
(2,8) = (f(2), 1)
(@,€,0) = (f(z),df(2)(£),0)

De plus DNC(f) est
— Une submersion ssi f et f||“// sont des submersions

— Une immersion ssi f est une immersion et Yv € VT,V = df(v)_l(Tf(U)V')
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Démonstration. Le caractere lisse découle directement de la caractérisation de la structure lisse
donnée plus haut. Soit U C DNC(M,V) le sous-ensemble sur lequel df est surjective (resp
injective). U est un ouvert invariant par l'action de R* et contient, par hypothese, M x R*
(car DNC(f) est R*-équivariant). Ainsi il suffit de montrer que V' x {0} C U, on aura alors un
voisinage tubulaire de V' et donc tout N‘J/\v/[ x {0}. L’espace tangent ici s’écrit

T(s.0) DNC(M, V) =R& T,V & oM 1 et on a

dDNC(f)(v,0)(t, X, Y) = (¢,df(v)(X),df(v)(Y))
Les conditions sur f permettent alors V' x {0} C U et donc le résultat. O

Proposition 4.9 (Transversalité). Soient My, Mo, M des variétés lisses, V; C M;, V. .C M des
sous-variétés immergées, f;: M; — M des applications lisses telles que

i) fi(Vi)CV

it) f1, fa sont transverses

i17) f1|‘\/V17 fQ‘T/V2 sont transverses
Alors DNC(f1) et DNC(f2) sont transverses et lapplication naturelle

DNC(M; xpr M2, Vi xy Vo) — DNC(M1, V1) Xpneu,vy DNC(Mz, Vz)
est un difféeomorphisme.

Démonstration. La bijectivité ensembliste de 'application est claire. La transversalité et le ca-
ractere difféomorphe se réduisent par les mémes arguments d’action de R* que précédemment a
Vi xy Vo ot elles découlent directement de i) O

Corollaire 4.10. Si G est un groupoide de Lie, H C G wun sous-groupoide de Lie. Alors
DNC(G, H) = DNC(G?, HO) est un groupoide de Lie pour DNC(s), DNC(r). Son algébroide
est ADNC(G, H) = DNC(AG, AH).

On peut ainsi utiliser les déformations au céne normal pour construire des groupoides de
déformation. II suffit de les restreindre & l'intervalle [0; 1].

Exemple 62 (Groupoide tangent de Connes). Le groupoide tangent de Connes d’une variété
M est
GM = (DNC(M X M, M) = M x R)‘MX[O;I]

dit autrement Gpr = M x M x]|0; 1] UTM x {0} et (zn, yn,€n) — (2, X,0) 880 2y = Z,yp — Y

Tn — Yn

et ——
€

restrictions que l'on vient d’effectuer, on ne touchera pas a la variété.

— X en carte locale. On se permettra de noter DNC(G, H)|o,1) pour le genre de

Exemple 63 (Groupoide adiabatique). Le groupoide adiabatique d’un groupoide G est donné
par Uinclusion GO c G

G4 = DNC(G,G)gq) = Gx]0; 1] U AG x {0} = G x [0;1]

Cette construction est plus générale que la précédente que l’on retrouve en prenant le groupoide
adiabatique de M x M = M.

Exemple 64. Soit E un espace vectoriel et F C E un sous-espace vectoriel, ce sont des grou-
poides si on les voit comme des groupes. On prend F* un supplémentaire de F on a via ce choiz
l’isomorphisme

DNC(E, F) —=DNC(pt,pt) =R

2

E xR R
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Plus généralement si EE — M est un fibré vectoriel et F' C E un sous-fibré on a

DNC(E, F) —=DNC(M, M) = M x R

%

EF xR M x R

De plus on exprime simplement les sections via
I(DNC(E, F)) ={X e I'(E x R), X|prxq0y € T'(F)}
On peut se servir de la fonctorialité pour conserver les équivalences de Morita.

Proposition 4.11. Soient G1,G2 des groupoides de Lie, Hi, Ho des sous-groupoides de Lie.
Supposons qu’on ait une équivalence de Morita entre G1 et Gy via un groupoide Y et qu’il existe
un sous-groupoide X C 'Y réalisant une équivalence de Morita entre Hy et Hy. Alors DNC(Y, X)
réalise une équivalence de Morita entre DNC(G1, H1) et DNC(G2, Ha).

4.3 Eclatement

Définition 4.12. Soit Y une variété et X C Y une sous-variété. L’éclatement de X le long de

Y est
L’éclatement sphérique est

SBlup(Y, X) = (ONC1 (V. X)\ X xRy) o,
+

ou DNC (Y, X) = DNC(Y,X)|R+
Au niveau ensembliste :

Blup(Y, X) = (Y \ X) UB(NY)
SBlup(Y, X) = (Y'\ X) US(Ny)

i.e. on a remplacé X par I'espace total du fibré projectif ou en spheres associé & son fibré normal,
lidée est que 'on "zoome" sur la partie qu’on enléve (c’est I'idée derriere le quotient par R*), si
on prend une suite de point qui converge vers un point de X via une certaine direction normale,
elle va converger dans I’éclatement vers le point associé dans le fibré normal avec la direction
correspondante comme élément du fibré projectif ou en spheres.

NB. On a une application naturelle SBlup(Y, X) — Blup(Y, X).

Ces constructions se basant sur la déformation au céne normal, elles sont encore fonctorielles.
Sur les déformations au céne normal, on avait des conditions a imposer sur les fonctions qui
pouvaient passer dans le foncteur, comme on utilise ici une déformation au céne normal on va
retrouver les mémes conditions mais d’autres sur DNC(f) vont se rajouter. On va en effet devoir
restreindre I’ensemble sur lequel la nouvelle application sera définie.

Supposons que 'on ait un diagramme commutatif

f)j(—> }l/f

X/(_> Yl
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On pose Uy = DNC(Y, X)\DNC(f)~! (X’ x R), c’est un ouvert de DNC(Y, X). On obtient alors
par quotient une application lisse

Blup(f): Blup,(Y, X) := U‘f/R* — Blup(Y', X')

Ainsi, si par exemple X C Y] C Y3, on a une inclusion Blup(Y;, X) C Blup(Ys, X), si de plus
Y1 C Y5 est un ouvert, 'inclusion des éclatement donne aussi un ouvert et on a
Blup(Y2, X) = Blup(Y1, X) UYs \ X.

On a encore une forme de transversalité, supposons que f: Y — Y est transverse & X’ C Y,
on pose X = f~1(X’), on obtient au niveau des DNC

DNC(YQ,X2) = DNC(Yl,Xl) Xy Y2
et donc en passant au quotient
Blup(Y2, X2) = Blup(Y1, X1) xv; Y2

NB. Les mémes résultats sont valables pour SBlup.
On peut a présent regarder 1’éclatement pour les groupoides. Soit G un groupoide de Lie,
H C G un sous-groupoide (fermé). On pose
U, = DNC(G, H) \ DNC(r)"/(H©® x R)
U, = DNC(G, H) \ DNC(s) "' (H® x R)
DNC(G, H) = U, N U,

Ce dernier est un sous-groupoide ouvert, c’est la restriction de DNC(G, H) a 'ouvert de la base
DNC(GO, HO)\ HO) x R. L’action R* ~ DNC(G, H) est libre localement propre. On obtient
alors par fonctorialité :

Proposition 4.13. Blup, (G, H) := DNC(G, H)/R* et SBlup, (G, H) :=
ont une structure naturelle de groupoide. Ce sont des ouverts respectifs de Blup(G, H) et
SBlup(G, H). Leurs algébroides respectives sont ABlup, (G, H) = Blup, ((AG, AH) et
ASBlup,. (G, H) = SBlup, ((AG, AH)

DNC, (G, H
+( )/Ri

Proposition 4.14. Soient G1, Gy des groupoides de Lie, Hi, Hy des sous-groupoides de Lie.
Supposons qu’on ait une équivalence de Morita entre Gy et Go via un groupoide Y et qu’il
existe un sous-groupoide X C Y réalisant une équivalence de Morita entre Hy et Ho. Alors
Blup, ,(Y, X) réalise une équivalence de Morita entre Blup, ,(G1,H1) et Blup, ((Go, H2) et
SBlup,. ,(Y, X) réalise une équivalence de Morita entre SBlup, ((G1, H1) et SBlup, ((Ga, Ha).

Exemple 65. Si V C M est une hypersurface (V = 0M par exemple), Melrose construit (voir
[27]) le b-espace Blup(M x M,V x V') pour développer son b-calcul, un calcul pseudo-différentiel
pour les variétés a bord (et plus largement les variétés da coins). Dans son article [31], Monthubert
considére le groupoide Blup, (M x M,V x V) dont il montre que le calcul pseudo-différentiel
naturel s’identifie au b-calcul de Melrose. Il montre aussi qu’une certaine itération de ce procédé
(si on considére un groupoide G = M il regarde Blup, (G, GY')) permet de retrouver le b-calcul
des variétés da coins.
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4.4 Itération des déformations au cone normal

On itere ici le procédé de déformation au cone normal en vue de l'utiliser sur les varié-
tés filtrées que nous verrons plus tard.On se donne M une variété et Vg une sous-variété. On
commence par une remarque qui va nous étre utile. On a vu qu’il y avait une action naturelle
R* ~ DNC(M, V}), si de plus G est un groupe de Lie agissant sur M et laissant V{) invariant alors
G ~ DNC(M, Vp) et 'action commute a celle de R* ce qui nous donne G x R* ~ DNC(M, Vp).
On va ici itérer les déformations au céne normal en nous donnant une sous-variété a chaque
étape, on aura ainsi une action de R* & chaque étape et donc une action de (R*)* & la k-iéme
étape. DNC(M, Vp) est muni d’'une action A\(?) de R* et d’une projection 7 sur R.

On commence avec une premiere itération.

Définition 4.15. Si V; € DNC(M, Vp) est une sous-variété, on définit
DNCQ(Ma ‘/Oa Vvl) = DNC(DNC(Mv ‘/0)7 Vl)

et on note A(V) I'action de R* et 771%1) la projection sur R.

Si V1 est R*-invariant, A0 passe a la déformation au céne normal et on a deux actions de
R* qui commutent donc (R*)? agit sur DNC2(M, Vo, V1) via A© x A1),
Si mr(V1) C R est un sous-espace affine et que I'application restreinte a Vj et co-restreinte a son
image est une submersion alors

i) := DNC(nz): DNC2(M, Vo, V1) — R
(0)

est une submersion lisse ot on a identifie R* = DNC(R, 7" (V7)) via le choix d’un supplémen-
taire.

1) _ (. (0) (1)

Si on combine les deux hypotheses on écrit m = (mg’, T’ ona
(0,1) iy (1)
i O)\ul) = (&, =)
U
ﬂ'g’l) o )\1(10) (uﬂ(o), 7(']5{1))

Définition 4.16. Etant donnée une suite de sous-variétés
Vo € M,V, € DNC(M, V), , Vi C DNCk(M, Vo, -+, Vk—1) on construit par récurrence
DNC* (M, Vg, - -+, Vi) := DNC(DNC*(M, Vo, -, Vie1), Vi)
Sivl << k,ﬁg’mi*l)(‘/;) est un sous-espace affine de R’ et que la restriction est une

submersion sur son image alors

est une submersion.

Si chaque Vj est (R*)‘-invariant alors DNC**Y(M, Vg, -+, V4) est muni de k + 1 actions de R*
commutant deux a deux )\(0), e ,)\(k).

On garde encore la fonctorialité en itérant les DNC et on en déduit ainsi I'analogue de la
construction pour les groupoides :

Proposition 4.17. Si G est un groupoide de Lie et qu’on se donne une suite de sous-groupoides
de Lie Hy C G,---H}, C DNCk(G, Hy, -+ ,Hi_1) alors

DNC*!(G, Ho, -+ , Hy) = DNC(G), H” - H")

est un groupoide de Lie d’algébroide DNC(AG, AHy,--- , AHy).
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5 Variétés de Heisenberg, de Carnot, calcul pseudo-différentiel
inhomogene

En 1974, Folland et Stein étudient 'opérateur laplacien de Kohn [, sur les variétés C'R
(Cauchy-Riemann), il apparait comme le laplacien associé & 'opérateur 0y. Si V est une variété
complexe et M C V une hypersurface réelle, Popérateur 9 induit Popérateur dj sur M et un
complexe de chaines naturel sur les formes différentielles (il existe une notion plus générale et
abstraite de variété CR et du J-complexe associé mais nous ne rentrerons pas dans ces considé-
rations). Le but de Folland et Stein était de calculer des termes de parametrix pour [J, pour en
déduire certaines estimations, l'opérateur [, étant rarement elliptique, les techniques introduites
jusque la se révelent inefficaces et ils introduisent donc un nouveau calcul pseudo-différentiel.
Lorsque I'on étudie, par exemple, les opérateurs de type laplacien Z a;j(2)0y,;0x,; une technique

2,
consiste a regarder le comparer localement au méme opérateur dﬁ)nt on a figé les coefficients
(Z a;,j(20)0x;Or, sur Ty,), on approxime donc notre espace par l'espace tangent en un point
7‘7

et z)n se ramene ainsi & des problémes d’analyse harmonique sur R". Cette approche ne marche
cependant pas dans le cas hypoelliptique non elliptique et Hérmander montre dans [23] I'impor-
tance de prendre en compte les commutateurs de champs de vecteurs (vu comme des opérateurs
différentiels d’ordre 1). L’idée est alors de prendre en compte suffisamment de relations en compte
entre ces champs de vecteurs pour qu’ils engendrent une algebre de Lie nilpotente. On approxime
alors notre espace par un groupe de Lie nilpotent sur lequel on peut faire de I’analyse harmonique
(sous certaines conditions d’homogénéité). C’est cette approche que suivent Folland et Stein et
elle se généralise & toutes les variétés munies d’une filtration 0 = H* ¢ H' ¢ --- c H* = TM
du fibré tangent vérifiant certaines conditions de commutation des champs de vecteurs (appelées
variété de Carnot ou variétés filtrées). Cette approche est détaillée par Beals et Greiner dans
[3] dans le cas d’un seul sous-fibré H C TM de codimension 1 : I'idée est localement, de se
ramener a R¥1, de prendre une base du fibré tangent Xg,---, Xy telle que Xy, -, Xy soient
des sections de H. On a alors une famille & un parametre de dilatations inhomogenes

A (00,0") = (AN200, \o”)

On peut alors décrire ’espace des symboles via un développement asymptotique similaire a celui
de 3.37 mais cette fois ci, on demande a ce que les fonctions soient homogenes relativement a
cette R*-action inhomogene. Ainsi le co-symbole principal est & valeurs dans un fibré en groupes
de Heisenberg (nous en décriront la structure dans le cas général ci-dessous). Dans ce calcul
pseudo-différentiel, un champ de vecteurs & valeurs dans H' est un opérateur d’ordre i (ce sera
clair quand on aura décrit l'action de R* par dilatations inhomogenes dans le cas général)
Pour mieux comprendre les problemes d’indice associé a ce calcul pseudo-différentiel et toujours
dans lesprit de [17], ce calcul inhomogene devrait se retrouver en construisant un groupoide de
déformation entre le groupoide des paires M x M = M pour t # 0 et le réceptacle des symboles :
le fibré en groupes de Lie nilpotent associé a la filtration. Cette approche a déja été utilisée dans
le cas des variétés de contact par Van-Erp dans [36] ou il donne un théoréme de indice pour
les opérateurs elliptiques sur les variétés de contact. Une premiere construction du groupoide
dans le cas général se retrouve de maniére indépendante chez Van-Erp, Yunken [37] et Choi,
Ponge [6, 5, 7], ces constructions reposent cependant sur des outils élaborés propres aux variétés
de Carnot (coordonnées de Carnot, dérivée de Pansu) dans le cas de Choi, Ponge et dans le
cas de Van-Erp, Yunken, sur 'intégration d’une algébroide de Lie (obtenue par recollement des
deux algébroides voulues) ce qui n’éclaire pas vraiment la structure géométrique du groupoide
de déformation. On propose, apres une présentation des variétés de Carnot et de leur fibré en
groupes de Lie nilpotents d’expliquer la construction de Mohsen dans [30] du groupoide de Choi,
Ponge, Van-Erp, Yunken.
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5.1 Variété de Carnot, filtration et fibré en groupes de Lie nilpotents

Définition 5.1. Une variété de Carnot est la donnée d’une variété M et d’une filtration du
fibré tangent 0 = H° ¢ H' C --- ¢ H*' = TM telle que

vi, j, [D(HY), D(H7)| € T(H™)
ou H'=TM sii> k.

De par la condition sur les sections des sous-fibrés, si X € I’ (H Z/Hi—1> ,Yel (H Z/Hz‘—1>

et f € € (M)
(X, fY] = fIX, Y]+ X(f)Y = f[X,Y] mod D(H~1)

ainsi on a défini une application ¢°°(M )-bilinéaire

r <H2/H11> x T (Hj/Hj1> — T (Hi+j/Hi+j1)

Définition 5.2. Cette application provient d’une application bilinéaire antisymétrique

i j itj
L: H/Hi—l X H/Hj—l ~H /gri+i—1
appelée forme de Levi.

Via cette forme, on obtient pour tout a € M une structure naturelle d’algebre de Lie sur
(2
G(H), = @H‘VHé—l avec [X,Y] == L(X,Y).

Via la forrm;le de Baker-Campbell-Hausdorff on obtient une structure de groupe de Lie nilpotent
sur G(H '), pour tout a € M (i.e. XY est I'unique élément tel que eXe¥ = eXY). Cette structure
dépend de maniére €°° du point a on obtient donc un fibré en groupes de Lie nilpotents
GH)— M.

On peut munir 'algebre de Lie G(H ),,a € M et donc le groupe de Lie d’une action anisotrope
de R*, on pose

t X—t"XXeHé/ ;
. = 5 H’L—l
a

et on I'étend par linéarité. La condition sur les crochets de Lie nous donne alors que c¢’est un
automorphisme d’algebre de Lie. On ’étend ainsi, via ’exponentielle, en un automorphisme de
groupe de Lie §; et puisque 'exponentielle associée & la loi de groupe est l'identité de G(H'),
(on observe au passage que le neutre est 0 et X 1= _Xx ), on a la méme formule pour J;.

NB. Cette action permet de comprendre, avec ce qui a été dit précédemment, en quoi les sections
de H' sont des opérateurs d’ordre 7.

Exemple 66. Si M est une variété de contact, la filtration donnée par 0 C H C TM ou H
est la structure de contact fait de M une variété de Carnot. Plus généralement une variété de
Heisenberg, c’est a dire une variété M munie d’un sous-fibré en hyperplans H C TM, est une
variété de Carnot (on n’a pas besoin de la condition supplémentaire sur les variétés de contact).

Exemple 67. Une variété feuilletée (M, F) est une variété de Carnot pour la filtration
0 C F CTM. Elle est caractérisée par le fait que la forme de Levi est nulle

Exemple 68. Les variétés CR telles que décrites (hypersurfaces réelles de variétés complezes),
on se donne M C V une hypersurface réelle d’une variété complexe, on pose L le sous-fibré de
T(I’O)V|M tangent a M. Si on note n = dimc (V') alors L est un fibré vectoriel réel de rang n — 1
sur M et [L,L] C L par intégrabilité, ainsi 0 C L C TM est une filtration de Carnot et M une
variété de Carnot
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Exemple 69. On part d’une variété M et d’un sous-fibré H C T'M on pose alors

H'=H
{Hj“ -+ [HHJ} i1

Si pour tout x € M il existe r > 1 tel que H, = T, M on dit que M est une variété de Carnot-
Carathéodory. Si de plus on suppose que le rang de chaque H?,1 < j < r — 1 est localement
constant on parle de variété de Carnot-Carathéodory équiréguliére (en particulier le r ne dépend
pas de x € M ). Une variété de Carnot-Carathéodory équiréguliere est une variété de Carnot
pour la filtration (H7);.

Les variétés de Carnot-Carathéodory apparaissent naturellement en géométrie
sous-riemannienne, en théorie du contrdle et possedent de nombreuses applications concretes,
voir [4, 21].

5.2 Cas d’un seul sous-fibré et déformations au céone normal avec poids

On va d’abord étudier le cas d’un seul sous-fibré H C TM ce qui nous conduira a la notion
de déformation au cone normal avec poids introduite par Mohsen dans [30].

Lemme 5.3. Soit G un groupoide de Lie, H C G un sous-groupoide de Lie qui est un fibré en
groupes de Lie connexes tel que

Vh € H, (dr — ds)(T,G) C Ty H” (%)

alors
i) Le groupoide /\/'g est un fibré en groupes de Lie
i1) Le groupoide NI%H(O) (le noyau du VB-groupoide Nﬁ — H) est un fibré en groupes de

Lie abéliens isomorphe a AG/AH X £7(0) N§§8§
0
iti) On a une suite exacte de groupoides de Lie sur Nggo)) dont la fibre en (xo, Xo) est

1= AC gy, — (V) Hap —1

(%0,X0)

De plus, laction AHg, ~ AGwVAHz relative da cette suite exacte s’écrit de la maniére sui-
0
vante : si X,Y € T'(AG) tels que X o) € I'(AH) alors par hypotheése

[X,Y](z9) mod AH,,

ne dépend que de X (xg) € AHy, et deY (z9) mod AH,, € AGmVAHm , ¢’est Uaction de X (xo)
0

sur Y (xo) mod AHg,. En particulier la suite exacte est centrale si et seulement si cette action

est triviale.

Démonstration. La condition (%) se réécrit en Ns = N7, ces application sont la source et le but
de NV, g qui est donc un fibré en groupes de Lie, d’ou le point 7).

z
On utilise le fait que si X C Y C Z est une inclusion de variétés, on a Ng‘ y = NX/ NY- Ainsi,
X

N }% o est image de Ng(o) par un morphisme de groupoides et on a (voir I’exemple 61)

(0)
NG = {(X,Y,2) /X,Z € N, Y € A0/ 4 g, 2 = X + p(V)}

ou p est 'ancre de Ng. Mais cette application est par hypothése () nulle et Ng(o) est un fibré en
groupes de Lie abéliens donc de méme pour N’ gl (0, ce dernier étant naturellement isomorphe
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au pullback AG/AH X ) NG (O) et on obtient 7).
L'exactitude en AGzy/ ‘AH, découle directement du fait que N gl g C N est un sous-
0

groupoide. L’exactitude en (N ,3’) est par définition du fibré normal. L’exactitude en H,

(z0,X0
provient du fait que s: G — GO est une submersion.

Il reste enfin a montrer la derniére affirmation : on prend X,Y € I'(AG) tel que X, ) € I'(AH).
On raisonne en plusieurs temps

— Si Y (zp) = 0 on peut faire un développement limité et écrire Y comme somme de fZ ou
f(zo) =0, or [X, fZ](x0) = f(x0)[X, Z](z0) + df(x0)(p(X (20)))Z(x0) = 0 car H est un
fibré en groupes de Lie donc son ancre est nulle. Ainsi [X,Y](xg) ne dépend que de X et
Y(.T())

— Si Y(x0) € AH,,, on peut par le cas précédent supposer que Yigo € I'(AH) or, comme
AH est stable par crochet, [X,Y](zg) € AHy,. Ainsi [X,Y](xo) mod AH,, ne dépend
que de X et Y(z9) mod AH,,.

— Si X(x0) = 0 on a une application dX (20): Ty, G? — AGy, et elle vérifie
[X,Y](z9) = —dX(z0)(p(Y(x0))) (on le montre en écrivant X comme somme de fZ avec
f(xo) = 0). On a X,y € I'(AH) donc dX (20)(Tp H®) ¢ AH,, et la condition (x)
donne que I'ancre p(Y (xg)) € Ty, H et donc [X,Y](zo) € AHy,.

O

Ce lemme, notamment la suite exacte, va nous permettre d’identifier la loi de groupe dans
le théoreme suivant, on ne regarde pour l'instant le cas que d’un seul sous fibré 0 C H C T'M.
On peut voir H C NMXM
Théoréme 5.4 (Mohsen). Le groupoide NDI;I?O}MXMM) NAA(/[[;%} = M xR est isomorphe sur
lidentité au fibré en groupes de Lie H & TM/H xR = M xR, la loi de groupe sur ce dernier
étant donné par

t
(hyn,t)- (B0 t) = (h+h n+n + §£(h, h'),t)

Démonstration. On veut appliquer le lemme précédent avec DNC(M x M, M) = M x R et le
sous-groupoide H x {0} = M x {0}, la condition (x) est évidemment vérifiée car mgor = mros et
de méme on vérifie la trivialité de l'action Hy, ~ TxoM/Hx . Pour (zq,1t9) € Nﬁjﬁj} M xR
on a la suite exacte de groupes de Lie du lemme ’

l—— Ty, M/on —_— (NDNC(MXM’M) H,, 1

Hx{0} >($0,t0)

Cette suite exacte est scindée et puisqu’elle est centrale on pourra en déterminer le produit

sur (NESSO(}{WXMM))(:EO,)&())' Pour cela, on prend h € Hy, , f: R — M telle que f'(0) = h et

Vtf(t) € Hy ;). On pose alors
Tuorto(hy+): R — DNC(M x M, M)
u# 0= (f(tu), f(0),tu)
0 (x07 hv 0)
Ainsi 'application

_ DNC(M xM,M)
6xg,to : HIO - (NHX{O} )(xg,to)

0
hi= (émzoawo,to(h,u) mod T(x07h70) (H x {0}))
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est bien définie, ne dépend pas du choix de f et est une section de la suite exacte. Ce n’est
cependant pas un morphisme de groupes et un analogue de la formule
2

t
exp(tX) exp(tY) exp(—t(X +Y)) ~10 exp(E[X, Y]) donne la formule

t
Vhla h2 S onv 6x0,t0(h1)6x0,t0(h2)6x0,t0(_h1 - h2) = 50‘6(]11; h?)

DNC(M x M, M)

on obtient alors le produit sur (N Hx {0} O

) (zoto)

Corollaire 5.5. La fibre de DNC?*(M x M, M, H x {0}) = M x R? sur M x {1} x R est égale,
algébriquement, a
MxMxRUHeTM 15 {0y = M xR

ot la structure de groupoide sur M x M x R* est celle des paires et celle sur H @ TM/H x {0}
est celle de groupe de Lie nilpotent

(h,n)- (K, n') = (h +h n+n+ %E(h, h’))

On a ainsi le groupoide de déformation voulu pour le calcul inhomogene. On va modifier la
déformation au cone normal pour plus facilement itérer ce processus et en déduire le groupoide
de déformation pour une variété de Carnot quelconque. Notons au passage que puisque H est
R* invariant, on a les R*-actions A°, \!, elles s’expriment de la maniére suivante :

S

)\(s)(ha n, t) = (h7 37 t8)7 Al(h, n, t) = (7> D 7)
Ainsi si on regarde I'action diagonale on a
h
s+ (h,n,t) = (—,ﬁ t)
S

la fibre au dessus de ¢t = 1 est donc bien R*-invariante et on retrouve l’action anisotrope décrite
précédemment (en prenant \; /S).

On prend maintenant un cas plus général, soit M une variété, V. C M une sous-variété,
HC N‘]y un sous-fibré. On note H le relevé de H a TM ie. TV CH CTMy et H = H/TV'

On veut donner plus de sens & la fibre (7(OY)71({1} x R) de DNC?(M,V, H x {0}) que l'on a
vu apparaitre comme groupoide de déformation du calcul inhomogene.

On rappelle que N‘J}/l s’obtient comme l’ensemble des fonctions lisses f: R — M telles que
f(0) € V quotienté par la relation f ~ g ssi f(0) = g(0) et f'(0) —g¢'(0) € T()V. On va adapter
cette construction en présence du fibré H.

Définition 5.6. Soit N%H lensemble des fonctions lisses f: R — M telles que f(0) € V et
1(0) e H(0)- On pose alors N‘yH le quotient de ]\Nf‘]}ffH par la relation d’équivalence ol f ~ g ssi

— f(0) = g(0)
— f(0) = ¢'(0) € Ty0)V
— pour toute fonction lisse I: M — R nulle sur V et telle que dl soit nulle sur H alors

(Lo £)"(0) = (L0 9)"(0)

Bien que la définition soit calquée sur celle du fibré normal, N‘]}?H n’est pas un fibré vectoriel.
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Si on note 7r: DNC(M,V) — R la projection, mg(H) = 0 donc on a une application
N7R: NBNC(M’V) — NgR = R. Soit f € N‘]}?H, puisque f(0) € V, elle induit une application

DNC(f): R — DNC(M, V) or f(0) € H, on a une classe [DNC(f)] € Nj~ V) (
DNC2(f)(O)) qui est dans (NWR)*l(l),

donnée par

Proposition 5.7. L’application précédemment décrite

B: N\JXIH — (Nmg)~ (1)
[f] = [DNC(f)] = DNC?(f)(0)
est une bijection.

Démonstration. Si on se donne deux fonctions f,g € ]\Nf‘]}/[H, elles définissent des fonctions

DNC(f),DNC(g) dont les classes dans le fibré normal N DNC(M.V) sont les mémes si et seulement
si f ~ g on obtient donc que 3 est injective. La surJec‘mVlté s’observe immédiatement si on se
donne des coordonnées locales pour les déformations au cone normal. Soit ¢: N — M un

plongement de voisinage tubulaire, L: H & N ‘J/\'/I/ T — N‘]y un isomorphisme de fibré donné par
un choix de fibré supplémentaire. Si on pose ¢ = po L, on sait alors qu’on a la carte locale pour
DNC(M,V) :
- NM
¢: H® 'V /g xR — DNC(M,V)
(h,n,t) — (P(th,tn),t) t#0
(h,n,0) — (L(h,n),0)

et ainsi par le méme procédé une carte locale pour DNC?(M,V, H x {0}) via

o: Hao™MW /1 x R x R — DNCX(M, V, H x {0})
(h,n,t,u) — (¢p(uth, utn), ut,u) € M x R* x R* t+#0,u#0
(h,n,0,u) — (L(h,un),0,u) € N} x {0} x R* u#0
(h,n,t,0) — (h,n,t,0) € NONCAY) o (o

DNC(M,V)

M -
I'identification entre N et H® Ny /g ® R de la dernicre ligne étant faite via ¢. O

La projection 701 est alors tres simple dans ces coordonnées, il s’agir naturellement de
(hyn,t,u) — (t,u).

Définition 5.8. La déformation au céne normal de M le long de V' avec poids H est ’ensemble
DNCy (M, V) := M x R* U Ny x {0}

dont la structure lisse est donnée par lidentification DNCy (M, V) = (z(OD)~1({1} x R) via

I'application 8.

On a ainsi une carte locale de DNCy (M, V) via

NM
(hyn,u) = ($(uh, u’n),u) u#0
(hm,0) =+ ([t = 6(th, £20)],0)
Notons que les autres fibres (7)1 ({t} x R) sont toutes isomorphes & (7)) ~1({1} x R)

via un changement d’échelle en la variable u, DNC?(M,V, H x {0}) apparait ainsi comme une
déformation de DNCy (M, V) vers DNC(N¥, H).
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Proposition 5.9 (Fonctorialité). Soient M, M' des variétés, V.C M,V' C M’ des sous-variétés,
HC N‘]}J,H’ C N{y/ des sous-fibrés et f: M — M’ une application lisse telle que f(V) C V' et
df(H) C H' alors elle induit les applications lisses

N(f): NVH_>N’H’
l9] = [fod]

DNC(f): DNCp (M, V) — DNCg/(M', V')
(2,t) = (f(2),t)
([9],0) = ([f 2 g],0)

Démonstration. 11 suffit d’apphquer la fonctorialité pour les DNC itérées (2 fois en I'occurrence)
et identifier les (7)) 71 ({1} x R) via DNC?(f). O

Proposition 5.10 (Transversalité). Soient My, Mo, M des variétés, V; C M;, V. C M des sous-
variétés et H; C N‘Z/\-fi,H C N{y des sous-fibrés, on se donne des applications lisses f;: M; — M
vérifiant

— i) cV

— les f; sont transverses

o 4

es fim sont transverses

— H =dfi(H1) + df2(H2)
Alors les applications DNC(f;): DNCg,(M;,V;) = DNCg (M, V) sont transverses et l'applica-
tion naturelle

DNCp, s, (M1 X ar M2, Vi Xy Va) = DNCp, (M1, V1) Xpxey (v,v) DNCh, (Ma, Va)
est un difféeomorphisme.

Démonstration. La encore il suffit d’appliquer la transversalité pour le DNC double et d’identifier
les (7@D)~1({1} x R). O

Corollaire 5.11. Si G est un groupoide de Lie, G' C G un sous-groupoide de Lie, H C Ng/ un
VB-sous-groupoide. Alors

— NG =N, g,((o)) (o) €stun groupoide de Lie d’algébroide Nﬁgv/”AH
— DNCy(G,G") = DNCH(0>(G(O), G'(O)) est un groupoide de Lie d’algébroide
DNC 4y (AG, AG)
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5.3 Le groupoide du calcul inhomogéne

On se donne M une variété de Carnot pour la filtration 0 = H® ¢ H' ¢ --- ¢ H¥' = TM.
On veut définir un groupoide de déformation

MxMxRUGH)x {0} =MxR

on a vu que dans le cas k = 1 ce groupoide était donné par DNCy1 (M x M, M) = M x R. Son
algébroide est alors donnée par Ay avec

I'(Am) ={X e(TM x R),0: X;—o € T(H")}

On veut itérer ce processus. Le groupoide que l'on veut obtenir doit intégrer I’algébroide Ag.
(qui est le recollement naturel de I’algébroide T'M et de Lie(G(H")), le recollement d’algébroides
étant plus simple que celui des groupoides, voir Van-Erp, Yunken [37])

(A ) = {X € D(TM x R),; X}, € T(H"),¥i > 0}
On raisonne par récurrence, supposons qu’au rang k — 1 on ait le groupoide

DNCpyi ... g1 (M x M, M) =M x M x R*UG(H",--- H*) x {0}

avec l'algébroide voulue et ou G(H L. H k_l) désigne le groupe de lie nilpotent associé a la
filtration tronquée 0 = H® ¢ H' ¢ --- H*! ¢ TM. La condition

Vi, j, [T(H'),T(HP)| < D(H™)

1. H? HF . 1 k-1
assure que H* @ /Hl ®--- D /Hk—l est un sous-groupoide de G(H",--- , H"" ") on peut
ainsi regarder le groupoide

2 k
DNC (DNCH17,,,7H“(M x M, M), H @ H/H1 oD H/Hk:—l X {0}) = M x R?
et son algébroide est donnée par
1, H? H”
DNC <AH17,,,7HI€1,H D /Hl@@ /Hk—1>
dont ’espace des sections est
{X eD(ITM xR x R),0X(0,u) € [(H)Y0 < i <k—1,u € RAIX(0,0) € T(H")}

Définition 5.12. On définit DNCpy ... gr(M x M, M) (abrégé en DNCy- (M x M, M) si il
n’y a pas d’ambiguité sur la fin de la filtration) comme la fibre au dessus de M x {1} x R de

1, H? H*
DNC(DNCH17,,_,Hk_1(M><M,M),H69 Sl @ /Hk1X{0}>

Théoréme 5.13 (Mohsen). DNCp (M x M, M) est le groupoide du calcul inhomogéne voulu
i.e.

DNCy (M x M,M) =M x M x R*UG(H") x {0}

A(DNCy- (M x M,M)) = Ag-
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On peut voir ce groupoide autrement : on aurait pu vouloir itérer directement les déforma-
tions au cone normal, on aurait alors obtenu le groupoide

k
DNCkH (Mx M, M, H" x {0}, - ,Hlea---@H/Hk—l x RE! {0}> = M x R*!

On a vu en itérant les déformations au cone normal itérées que ce groupoide est muni d’une
action de (R*)**1 son action diagonale préserve la fibre au dessus de M x {(1,---,1,0)} et cette
fibre est égale & DNCpy (M x M, M) (Paction sur ce dernier devient alors l'inverse de I’action
anisotrope déja décrite).

Cette construction étant naturellement fonctorielle on en déduit les constructions suivantes :

Corollaire 5.14. Si G est un groupoide de Lie et H' C --- ¢ H* ¢ AG est une filtration de
sous-fibrés telle que {F(Hi),I’(Hj)} C T(H"™) alors on a un groupoide de déformation

DNCpy (G,GO) =@ xR*UG(H) x {0} = G xR

Corollaire 5.15. Si G est un groupoide de Lie, G' un sous-groupoide, H' C --- c H* C NG
une filtration en VIB-sous-groupoides avec la condition {F(Hi),I’(Hj)} C T(H"™) alors

DNCpy-(G,G') = DNC ). (G0, G'O)

est un groupoide de Lie.
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